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ВВЕДЕНИЕ 

 

Со школьной скамьи нас приучали к точности и строгости рас-

четов, выполняющихся при решении различных задач. Числа, кото-

рые использовались в таких расчетах, и их результаты можно пред-

ставить как точки на числовой оси. 

 

● ●  ● ● ● ● ● ● ●

0 1 2 3 4 5 6 7 R

A B C=A*B=2*3=6

 

Однако за исключением специалистов, которые профессиональ-

но занимаются измерениями, мало кто задумывается о том, действи-

тельно ли мы оперируем точечными числами и получаем результат в 

таком же виде. 

Можно привести несколько примеров. Предположим, что изме-

ряется длина некоторого предмета и был получен результат 3 м. Яв-

ляется ли он точечным числом? Очевидно, что нет, так как при ис-

пользовании более точного измерителя получим 3,1 м, и этот процесс 

мы можем продолжать далее. 

Аналогичный пример из физики приводит А. И. Орлов: «Зада-

димся вопросом: можно ли указать длину предмета (для определенно-

сти в метрах) с точностью до тридцатого знака после запятой? Веще-

ство состоит из атомов, атомы из электронов, протонов и нейтронов. 

Можно ли указать абсолютно точно положение электрона? В кванто-

вой механике есть замечательное утверждение – принцип неопреде-

ленности: произведение неопределенности в определении импульса 

частицы на неопределенность в определении ее положения всегда 

больше конкретной величины – постоянной Планка. Импульс элек-

трона в атоме не может достигать сколь угодно высоких значений, та-

ким образом, неопределенность импульса ограничена. Стало быть, 

неопределенность в положении электрона всегда больше некоторой 

величины – примерно 10–10 метра. Иными словами, неустранимая не-
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точность подстерегает нас уже в десятом знаке после запятой, так что 

о тридцатом не может быть и речи. Отсюда недалеко до вывода: дли-

ну любого тела следует задавать не одним определенным числом, а 

совокупностью чисел с размытыми границами». 

Можно привести еще один пример из повседневной жизни, ко-

торый свидетельствует о том, что точечные числовые оценки со-

вершенно не обязательны для решения некоторых задач. Когда на 

улице мы спрашиваем, где находится интересующий нас объект, то 

получаем ответ: «Примерно через 20 м». 

Ориентируясь на эту приблизительную 

оценку, мы действительно можем найти 

то, что нас интересует. А что могло бы 

быть, если мы попросили определить 

это расстояние хотя бы с точностью до 

сантиметра? Таким образом, возникает 

ситуация, в которой оказывается спра-

ведливым принцип несовместимости, 

сформулированный Л. Заде: «По мере 

возрастания сложности системы наша 

способность формулировать точные, со-

держащие смысл утверждения о ее пове-

дении уменьшается вплоть до некоторого 

порога, за которым точность и смысл становятся взаимоисключаю-

щими» [1 – 3]. Именно Л. Заде предложил выход из этой ситуации, 

создав теорию нечетких множеств.  

Настоящее пособие посвящено основам теории нечетких мно-

жеств, поэтому ее отдельные положения приведены в ограниченном 

объеме только с целью введения необходимых понятий и операций. Бо-

лее глубокое рассмотрение теории нечетких множеств можно найти, 

например, в работах [4 – 6], которые составляют очень незначительную 

часть от громадного количества работ, посвященных этой очень попу-

лярной в настоящее время теории. 

С целью наиболее понятного объяснения особенностей нечетких 

множеств изложение основных положений их теории в ряде случаев 

будет вестись параллельно с классическими множествами. 

 

Л. Заде 
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1. НЕЧЕТКИЕ МНОЖЕСТВА И НЕЧЕТКИЕ ЧИСЛА 

 

1.1. Нечеткие множества. Основные положения 

Понятие множества – одно из фундаментальных в математике. 

Ему трудно дать четкое определение, используя элементарные поня-

тия. Поэтому ограничимся описательным объяснением. 

Множеством называется совокупность определенных вполне 

различаемых объектов, рассматриваемых как единое целое. Общим 

обозначением множества служит пара фигурных скобок { }, внутри 

которых перечислены элементы множества. Для обозначения кон-

кретного множества используют различные прописные буквы            

A, B, C, …, например 1 2{ , , ...}A a a . Если множество конечное, т. е. 

существует натуральное число n, определяющее число элементов 

множества, то можно использовать более компактную запись 

{ : 1, }.iA a i n   

Множество X является подмножеством множества Y, если лю-

бой элемент множества X принадлежит и множеству Y, X Y , что чи-

тается как Y содержит X. Символ   означает включение. Если жела-

ют подчеркнуть, что Y содержит и другие элементы, кроме элементов 

из X, используют символ строгого включения ., YX   

Важным понятием теории множеств принято считать понятие 

пустого множества, т. е. множества, не содержащего ни одного эле-

мента. Пустое множество обозначают символом , .В    

В конкретных математических областях бывает полезно ввести 

в рассмотрение столь обширное множество U, что все рассматривае-

мые множества окажутся его подмножествами. Такое множество U 

принято называть универсальным, или универсумом. Отметим, что 

«универсальное множество» – понятие относительное и часто даже 

явно не определяется, а просто подразумевается. 

Определение 1.1. Универсальным множеством, или универсу-

мом, называется множество всех возможных элементов, имеющих 

смысл в рассматриваемой задаче. 

Пусть U универсальное множество, А – подмножество U: А U . 

Если элемент х множества U есть элемент подмножества А или, 

как говорят, принадлежит А, то обычно его обозначают с помощью 

символа x A . 
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Для выражения этой принадлежности можно использовать и 

другое понятие – характеристическую функцию ( )A x , значения ко-

торой указывают, является ли (да или нет) х элементом А (рис. 1.1). 

1,  если ,
( )

0,  если .
A

x A
x

x A


  


 

Например, для множества А чисел 2 ≤ x ≤ 4 характеристическая 

функция имеет вид, представленный на рис. 1.2. 

Рис. 1.1. График характеристической 

функции ( )A x  

 

Рис. 1.2. График характеристической 

функции множества А 

 

Особенностью этой функции является бинарный характер ее 

значений.  

 Естественно, что при таком подходе нет места предположению, 

что x находится приблизительно в пределах от 2 до 4. Для разрешения 

этой ситуации Л. Заде расширил двузначную оценку 0 или 1 до не-

ограниченной многозначной оценки выше 0 и ниже 1 на [0, 1] и впер-

вые ввел понятие нечеткого множества, заменив характеристическую 

функцию на функцию принадлежности, которая может принимать 

любые значения в интервале [0, 1] для .x A  В соответствии с этим 

элемент xi множества U может не принадлежать А ( 0)А  , может 

быть элементом А в небольшой степени ( А  близко к нулю), может 

более или менее принадлежать А ( А  не слишком близко к 0, не 

слишком близко к единице), может быть в значительной степени эле-

ментом А ( А  близко к единице) или, наконец, может быть элементом 

( 1)АА   . С точки зрения характеристической функции нечеткие 

множества есть естественное обобщение обычных множеств, когда 

мы отказываемся от бинарного характера этой функции и предполага-

ем, что она может принимать любые значения на отрезке [0, 1]. Мно-
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жество значений х, на котором определена функция принадлежности, 

получило название нечеткого множества.  

 Пусть U – универсальное множество, тогда нечетким множе-

ством A  на множестве U называется совокупность пар вида 

 ( ) / ,
A

A x x   где ( )
A

x  – функция принадлежности. 

Чаще всего определение нечеткого множества объясняют сле-

дующим образом: величина ( )
A

x  обозначает субъективную оценку 

степени принадлежности х множеству A , например, ( )
A

x  = 0,8 озна-

чает, что х на 80 % принадлежит A .  

Теперь предположение, что х приблизительно лежит в пределах 

от 2 до 4, может быть представлено соответствующей функцией при-

надлежности (рис. 1.3). 

 

Рис. 1.3. График функции принадлежности 

 

Правила и методы построения функций принадлежности с уче-

том особенностей решаемых задач подробно описаны в целом ряде 

работ [5 – 10]. В настоящем пособии эти вопросы будут рассматри-

ваться по мере необходимости. 

 

1.2. Методы построения функций принадлежности 

Понятие «функция принадлежности» – одно из базовых в теории 

нечетких множеств, поэтому вопрос о возможных методах ее постро-

ения имеет важное значение. Здесь необходимо отметить два обстоя-

тельства. Функция принадлежности нечеткого множества определяет-

ся вне самой теории нечетких множеств, т. е. проверить корректность 

построения функции принадлежности невозможно методами самой 
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теории. Насколько удачно выбран тип функции принадлежности, 

можно видеть в конце решения задачи. С одной стороны, указанное 

обстоятельство критиками теории нечетких множеств рассматривает-

ся как существенный недостаток, с другой – функция принадлежно-

сти – это способ формализации нечетких субъективных утверждений 

или оценок, и доказать справедливость или несправедливость этих 

оценок можно лишь в процессе или по окончании решения задачи. 

Второе обстоятельство состоит в том, что введенное в начале рас-

смотрения определение нечеткого множества не накладывает ограни-

чений на выбор вида функции принадлежности. Вместе с тем удобно 

использовать такие варианты функций принадлежности, которые до-

пускают аналитическое представление, что позволяет более эффек-

тивно расходовать вычислительные ресурсы. Кроме того, определен-

ные типы функций принадлежности являются стандартными в ряде 

соответствующих программных средств.  

Функция принадлежности ( )
A

x  – это некоторая невероятност-

ная субъективная мера нечеткости, определяемая в результате опроса 

экспертов о степени соответствия элемента x понятию, формализуе-

мому нечетким множеством A . В отличие от вероятностной меры, 

которая считается оценкой стохастической неопределенности, имею-

щей дело с неоднозначностью наступления некоторого события в раз-

личные моменты времени, нечеткая мера выступает численной оцен-

кой лингвистической неопределенности, связанной с неоднозначно-

стью и расплывчатостью категорий человеческого мышления. При 

построении функции принадлежности ( )
A

x  с каждым нечетким 

множеством A  ассоциируется некоторое свойство, признак или атри-

бут R, который характеризует некоторую совокупность объектов X. 

Чем в большей степени конкретный объект x ∈ X обладает этим свой-

ством R, тем более близко к единице соответствующее значение μ 

( )
A

x . Если элемент x ∈ X определенно обладает этим свойством R, 

то ( ) 1,
A

x   если же x ∈ X определенно не обладает этим свойством 

R, то ( ) 0.
A

x    

Примечание. Поскольку в дальнейшем речь будет идти только о 

нечетких множествах, то вместо обозначения A  будем использовать 

просто A. 
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1.2.1. Правила построения функций принадлежности 

 Несмотря на то что функции принадлежности строятся на осно-

ве экспертных заключений, для исключения произвола были сформу-

лированы некоторые правила, которых необходимо придерживаться. 

Прежде чем переходить непосредственно к построению функ-

ций принадлежности, следует задать универсальное множество, к ко-

торому принадлежит соответствующее нечеткое множество. Выбор 

универсального множества определяется характером решаемой зада-

чи и типом нечеткой переменной. В некоторых случаях бывает удоб-

но использовать в качестве универсального множества отрезки [0, 1] 

или [–1, 1]. В большинстве задач универсальное множество определя-

ется на некоторой числовой оси. При расположении нечетких мно-

жеств на универсальном придерживаются принципа естественной 

упорядоченности, когда нечеткие множества, соответствующие линг-

вистическим значениям «малое», «низкое», «плохое» и т. п., распола-

гаются в левой части области определения универсального множе-

ства, соответствующие значениям «большое», «высокое», «хорошее» 

и т. п. – в правой части.  

Для обеспечения общности дальнейшего изложения будем ис-

пользовать числовую нумерацию термов α1, …, αk. Тогда терм, кото-

рый имеет носитель, расположенный левее, получает меньший номер. 

В работе [8] даны строгие в математическом отношении формулиров-

ки правил, которые следует учитывать при построении функций при-

надлежности. В данном изложении ограничимся словесными форму-

лировками. Запрещается для крайних термов использовать функции 

принадлежности (в данном случае α1 и α5) в виде колоколообразных 

кривых, что обусловлено расположением этих термов в упорядочен-

ном множестве. Соответствующие функции принадлежности могут 

иметь S-образный или Z-образный (сигмоидальный) вид (рис. 1.4).  

Запрещается существование в базовом множестве Т пар термов 

типов α1, α2 и α2, α3, поскольку в первом случае отсутствует есте-

ственная разграниченность понятий, аппроксимируемых термами, а 

во втором участку [а, b] из области определения не соответствует ни-

какое понятие. Поскольку каждое понятие имеет хотя бы один типич-

ный объект, обозначаемый этим понятием, введено условие, запре-

щающее наличие в множестве термов типа α4. Для обеспечения усло-

вия разграниченности понятий рекомендуется, чтобы для двух сосед-
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них понятий αi, αi+1 максимум функции принадлежности совпадал с 

минимумом функции принадлежности, а их пересечение находилось 

бы на уровне 0,5. Надо отметить, что для некоторых вариантов функ-

ций принадлежности последние условия точно не выполняются. 

 

 
Рис. 1.4. Запрещенные термы 

 

Типизация функций принадлежности в контексте решаемой за-

дачи существенно упрощает соответствующие аналитические и чис-

ленные расчеты при применении методов теории нечетких множеств. 

Выделяют кусочно-линейные, типовые функции принадлежно-

сти [5, 10], к которым относятся треугольные и трапецеидальные 

функции принадлежности, использующиеся для задания неопреде-

ленностей типа «приблизительно равно», «среднее значение», «рас-

положен в интервале», «подобен объекту», «похож на предмет» и т. п. 

(рис. 1.5).  

 

 
Рис. 1.5. Графики треугольной (а), трапецеидальной (б) функций принадлежности 
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Аналитический вид этих функций: 

треугольная функция принадлежности  

0,

,

( )

,

0,

А

x a

x a
a x b

b a
х

c x
a x c

c b

c x

 
 


  
 

   
  

 
  

,  

трапецеидальная функция принадлежности  

0,

,

( ) 1,

,

0,

А

x a

x a
a x b

b a

х b x c

d x
d x c

d c

d x

 
 


  

 
 

    
 
  

 
  

, 

где a, b, c, d – некоторые числовые параметры a ≤ b ≤ c ≤ d. 

Достоинства кусочно-линейных функций принадлежности [8]: 

1. Для их задания требуется малый объем данных.  

2. Простота модификации параметров (модальных значений) 

функции принадлежности на основе измеряемых значений входных и 

выходных величин системы.  

3. Возможность получения в рамках модели отображения 

«вход→выход» в виде гиперповерхности, состоящей из линейных 

участков.  

4. Легко обеспечивается выполнение условия пересечения 

функций принадлежности, соответствующих соседним лингвистиче-

ским значениям в точке 0,5.  

Недостатки кусочно-линейных функций принадлежности 

1. Кусочно-линейные функции принадлежности не являются 

непрерывно дифференцируемыми. Соответственно модель системы, со-

держащая подобные функции, также не является непрерывно диффе-

ренцируемой. В некоторых работах высказывается мнение о том, что 

отсутствие непрерывной дифференцируемости функций принадлежно-

сти усложняет процесс адаптации (обучения) нечетких моделей [11].  
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Вместе с тем результаты исследований позволяют утверждать, 

что модели с функциями принадлежности рассмотренного вида все 

же обладают хорошими адаптивными свойствами [12]. 

Z-образные функции принадлежности используются для задания 

неопределенностей типа «малое количество», «небольшое значение», 

«незначительная величина», «низкий уровень» и т. п. 

На рис. 1.6 приведен вид Z-образной функции принадлежности, 

имеющей следующее аналитическое представление: 

1

1,

1 1
( ,  , ) cos , .

2 2

0,

Z

x a
x a

f x a b a x b
b a

x b

 
 

  
      

  
  

 

S-образные функции принадлежности используются для задания 

неопределенностей типа «большое количество», «большое значение», 

«значительная величина», «высокий уровень» и т. п. (рис. 1.7). 

 
Рис. 1.6. График Z-образной функции 

 
Рис. 1.7. S-образная функция принадлежности 
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В качестве Z-образной или S-образной функции принадлежно-

сти могут использоваться и соответствующие фрагменты треуголь-

ных и трапецеидальных функций. В некоторых работах по теории не-

четких множеств Z- и S-образные функции принадлежности называют 

сигмоидальными [9]. 

К типу П-образных функций принадлежности можно отнести 

целый класс кривых, которые по своей форме напоминают колокол, 

сглаженную трапецию или букву П. В общем случае П-образные 

функции принадлежности могут быть получены как композиция Z- и 

S-образных функций принадлежности 

( , , , , ) ( , , ) ( , , ),S Zx a b c d x a b x c d      

где а, b, с, d – некоторые числовые параметры, принимающие произ-

вольные действительные значения и упорядоченные отношением             

a < b < c < d, а знак * обозначает обычное арифметическое произве-

дение значений соответствующих функций. Один из вариантов                 

П-образной функции принадлежности представлен на рис. 1.8. Оче-

видно, что ее вид будет зависеть от значений параметров a, b, c, d.  

 
Рис. 1.8. Колоколообразная функция 

 

Колоколообразная (bell-shaped) функция в общем случае задает-

ся аналитически следующим выражением:  

4 2

1
( ,  , , ) ,

1

b
f x a b c

x c

a

 




 

К П-образному типу относится и хорошо известная в теории ве-

роятностей функция плотности нормального распределения (гауссова 

функция) 
5

2

2

( )
( ,  σ, )

2

x c
f x c e

 



 при условии 2  1  . 
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П-образные функции используются для задания неопределенно-

стей типа «приблизительно в пределах от и до», «примерно равно», 

«около» и т. п. 

Достоинства П-образных функций принадлежности: 

1. Использование П-образных функций обеспечивает получение 

гладких, непрерывно дифференцируемых гиперповерхностей отклика 

нечеткой модели. 

2. Являясь непрерывно и бесконечно дифференцируемыми (бес-

конечная дифференцируемость означает наличие производной любо-

го порядка), П-образные функции дают возможность проведения тео-

ретического анализа нечетких систем [13]. 

Недостатки П-образных функций принадлежности: 

1. Использование П-образных функций принадлежности пред-

полагает задание бόльшего, чем для кусочно-линейных функций, чис-

ла параметров, что усложняет настройку нечеткой модели. 

2. Некоторые из П-образных функций, в частности гауссова 

функция, имеют неограниченный носитель, означая, что любой эле-

мент x области определения X будет принадлежать любому нечеткому 

множеству, задаваемому с помощью этой функции, и это может не 

соответствовать представлениям эксперта о моделируемой системе. 

Вместе с тем степени принадлежности элементов x, находящихся да-

леко от центра, например гауссовой функции, пренебрежимо малы, 

вследствие чего на практике можно считать, что имеется ограничен-

ный носитель. 

Существует множество других функций принадлежности нечет-

ких множеств, заданных как композиции вышеупомянутых базовых 

функций (двойная гауссова, двойная сигмоидальная и т. п.) либо как 

комбинации по участкам возрастания и убывания (сигмоидально-

гауссова, сплайн-треугольная и т. п.). 

К настоящему времени накоплен достаточно широкий набор 

различных вариантов функций принадлежности для самых разнооб-

разных нечетких утверждений [5 – 8] (табл. 1.1). Безусловно, выбор 

функции принадлежности и ее параметров определяется в бо́льшей 

степени опытом, интуицией и другими субъективными факторами 

лица, принимающего решения (ЛПР). 
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Таблица 1.1. Функции принадлежности для различных утверждений 

График Формула 

Функции степеней принадлежности утверждения «величина x малая» 

 

1, 0 ,
( )

0,

x a
x

x a

 
  

  

 

( ) , 0kxx e k    

 

2

( ) , 0kxx e k    

 

1

2
1 2

2 1

2

1, 0 ,

( ) , ,

0,

x a

a x
x a x a

a a

a x

  


   
 




 

 

1 , 1 / ,
( )

0, 1 /

k k

k

ax a a
x

a
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Продолжение табл. 1.1 

График Формула 

 

2( ) 1 / (1 ), 1x kx k     

 

1, 0 ,

0, 5 0, 5sin{ [ ( ) / 2] / ( )},
( )

,

0,

x a

x a b b a
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a x b

b x

 


    
  

 
 

 

Функции степеней принадлежности утверждения «величина x большая» 

 

 
0, 0 ,

( )
1,

x a
x

x a
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x
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Продолжение табл. 1.1 

График Формула 
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x
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Продолжение табл. 1.1 

График Формула 

Функции степеней принадлежности утверждения «величина |x| малая» 
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Окончание табл. 1.1 

График Формула 

 

2( ) 1 / ( ), 1x a kx k     

 

0, ,

0,5 0,5 sin{ [ ( ) / 2] / ( )}, ,

( ) 1, ,

0,5 0,5 sin{ [ ( ) / 2] / ( )}, ,

0,

x b

x a b b a b x a

x a x a

x a b b a a x b
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1.2.2. Методы построения функций принадлежности 

Все методы построения функций принадлежности можно разде-

лить на две группы: прямые и косвенные (рис. 1.9). 

Методы построения функций 

принадлежности нечетких множеств

Прямые методы (1) Косвенные методы (2)

Прямые групповые методы (1.1)

Табличный метод (1.2)

Графический метод (1.3)

Формульный метод (1.4)

Метод парных сравнений (2.1)

Метод статистических данных (2.2)

Метод экспертных оценок (2.3)

Параметрический метод (2.4)

Метод интервальных оценок (2.5)

Метод ранговых оценок (2.6)

 

Рис. 1.9. Методы построения функций принадлежности 
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Прямые методы характеризуются тем, что эксперт непосред-

ственно задает правила определения значений функции принадлеж-

ности μА(х), характеризующей элемент х.  

Эти значения согласуются с его предпочтениями на множестве 

элементов Х следующим образом [5, 6]: 

1. Для любых х1, х2 ∈ Х μА(х1) < μА(х2) тогда и только тогда, когда 

х2 предпочтительнее х1, т. е. в большей степени характеризуется свой-

ством А. 

2. Для любых х1, х2 ∈ Х μА(х1) = μА(х2) тогда и только тогда, когда 

х1 и х2 безразличны относительно свойства А.  

Как правило, прямые методы задания функции принадлежности 

используются для измеримых понятий, таких как скорость, время, 

расстояние, давление, температура и т. д., или когда выделяются по-

лярные значения. 

Разновидностями прямых методов можно назвать прямые груп-

повые методы, когда, например, группе экспертов предъявляют кон-

кретный объект, и каждый должен дать один из двух ответов: при-

надлежит или нет этот объект к заданному множеству. Тогда число 

утвердительных ответов, деленное на общее число экспертов, дает 

значение функции принадлежности объекта к данному нечеткому 

множеству. Прямыми методами являются также непосредственное 

задание функции принадлежности таблицей, графиком или формулой. 

Например, выбор некоторого варианта функции принадлежности из 

таблицы с последующим расчетом ее параметров относится к прямым 

методам.  

Из анализа результатов исследований и решения практических 

задач, связанных с необходимостью обрабатывать информацию, из-

вестно, что прямые методы в основном используются в качестве 

вспомогательных, так как характеризуются большой долей субъекти-

визма. 

Косвенные методы построения значений функции принадлеж-

ности используются в случаях, когда нет элементарных измеримых 

свойств, через которые определяются нечеткие множества.  

В косвенных методах значения функции принадлежности выби-

раются таким образом, чтобы удовлетворить ранее сформулирован-

ные условия. Экспертная информация служит только исходной для 

дальнейшей обработки. Дополнительные условия могут налагаться 
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как на вид получаемой информации, так и на процедуру ее обработки. 

К таким методам относятся статистический, метод парных сравнений, 

экспертных оценок и ряд других. Далее рассмотрен наиболее часто 

используемый метод парных сравнений. 

Метод построения функции принадлежности на основе парных 

сравнений получил весьма широкое распространение в силу доста-

точно простой реализации. Этот метод основан на обработке матриц 

оценок, отражающих мнение эксперта об относительной принадлеж-

ности элементов множеству или степени выраженности у них свой-

ства, формализуемого множеством [14]. Степень принадлежности 

элементов множеству определяется посредством парных сравнений. 

Для сравнения элементов используется так называемая шкала Саати 

(табл. 1.2). 

 

Таблица 1.2. Шкала для построения матриц парных сравнений 

Оценка 

важности 
Качественная оценка Примечание 

1 Одинаковая  

значимость 

По данному критерию альтернативы 

имеют одинаковый ранг 

3 Слабое превосходство Соображения о предпочтении одной 

альтернативы перед другой малоубе-

дительной 

5 Сильное (или суще-

ственное) превосходство 

Имеются надежные доказательства 

существенного превосходства одной 

альтернативы 

7 Очевидное  

превосходство 

Существуют убедительные свиде-

тельства в пользу одной альтернативы 

9 Абсолютное  

превосходство 

Свидетельство в пользу предпочте-

ния одной альтернативы перед дру-

гой в высшей степени убедительно 

2, 4, 6, 8 Промежуточные  

значения между  

соседними оценками 

Используются, когда необходим 

компромисс 

 

Известно несколько методов построения функции принадлеж-

ности на основе матриц парных сравнений. Пусть , 1,ijM m i j N   –

матрица парных сравнений, построенная в соответствии со шкалой 

Саати. Число ijm  показывает, во сколько раз, по мнению эксперта,            
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( )x ix  больше ( ).x jx  Для определения ( )x ix  необходимо зафиксиро-

вать произвольно выбранный столбец j матрицы М и вычислить от-

ношения ( )
ij

x i
ij

i

m
x

m
 


. 

Пример 1.1. Пусть для описания расстояния между двумя точ-

ками применяется лингвистическая переменная «расстояние» с мно-

жеством базовых значений Т = {малое, среднее, большое}. 

Пусть базовое множество В = {1, 2, 3, 6, 8}. Требуется опреде-

лить значения функции принадлежности для терма «малое». Опросом 

экспертов получена следующая матрица парных сравнений 
1 3 6 8

1 1 5 6 7

3 1 / 5 1 4 6

6 1 / 6 1 / 4 1 4

8 1 / 7 1 / 6 1 / 4 1

M  . 

Выбираем первый столбец матрицы, тогда значения функции 

принадлежности рассчитываются по следующим соотношениям:  

11

1

1
(1) 0,64,

1 1 / 5 1 / 6 1 / 7
x

i
i

m

m
   

  
 

(6) 0,11,x   

(3) 0,16,x   (8) 0,08,x   

( ) {0,64 /1, 0,16 / 3, 0,11/ 6, 0,08 / 8}.x x   

Недостаток описанного метода заключается в неоднозначности 

получения значений функции принадлежности, так как они зависят от 

выбора столбца, на основе которого выполняется расчет. 

Задание 1.1 

Проведите расчет значений функций принадлежности, исполь-

зуя данные примера, выбрав для расчета другие столбцы матрицы 

парных сравнений. Сравните полученные результаты. 

Задание 1.2 
Задано базовое множество В = {3, 6, 8, 10, 13}. Используя опи-

санный выше метод, построить несколько вариантов функции при-

надлежности для терма «большое». Сравнить полученные результаты. 

 Однозначное определение значения функции принадлежности 

получается, если их вычислять как координаты собственного вектора 

матрицы парного сравнения на основе следующих соотношений:  
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M    или ( ) 0,M E     

max

det( ) 0,

0,

M E

M E

  

   
 

где λmax – собственное число матрицы парных сравнений, вычислен-

ное по данному соотношению. 

Координаты собственного вектора   находят путем решения 

приведенной выше системы линейных уравнений при замене одного 

произвольно выбранного уравнения, условие нормировки 1.i
i

   

Подробные примеры расчетов по этому методу приведены в [6, 7]. 

Основным недостатком метода можно считать большой объем вычис-

лений.  

Возможны упрощенные методы расчета координат собственного 

вектора матрицы парных сравнений. Так, ненормированная оценка 

координаты собственного вектора может быть рассчитана по формуле 

1

ˆ ,
n

ni ij
j

w m


   i = 1,n̅̅ ̅̅̅, нормированная 
1

ˆ ˆ .
n

i i i
i

w w w


   

Оценка собственного числа с достаточной степенью точности 

может быть вычислена по следующей схеме. Сначала суммируется 

каждый столбец матрицы парных сравнений, затем сумма первого 

столбца умножается на величину первой компоненты нормализован-

ного собственного вектора, сумма второго столбца – на вторую ком-

поненту и т. д. Затем полученные числа суммируются.  

Существенным достоинством метода парных сравнений счита-

ется возможность контролирования качества построения матрицы 

парных сравнений, так как согласно теории матриц λmax→n, где n – 

число столбцов (строк) матрицы. В упрощенном варианте, если 

max| | 0,1n   , то матрица построена корректно.  

Задание 1.3 

Базовое множество представляет собой расстояние между неко-

торыми объектами B = {9, 15, 21, 28} единиц длины. Для построения 

функции принадлежности терма «небольшое» были привлечены два 

эксперта, которые построили матрицы парных сравнений  
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9 15 21 28

9 1 5 6 7

15 1 / 5 1 4 6

21 1 / 6 1 / 4 1 4

28 1 / 7 1 / 6 1 / 4 1

M 
, 

9 15 21 28

9 1 4 6 7

15 1/ 4 1 3 4

21 1/ 6 1/ 3 1 2

28 1/ 7 1/ 4 1/ 2 1

M 
. 

Требуется рассчитать по упрощенной схеме значения функций 

принадлежности, оценить качество экспертных оценок. 

 

1.2.3. Рекомендации по выбору вида функции принадлежности 

Выбор функции принадлежности в значительной мере опреде-

ляется объемом имеющейся информации о моделируемой системе, а 

также качеством имеющихся в распоряжении исследователя методов 

настройки модели. 

Малый объем информации о системе. При малом объеме име-

ющейся информации о системе следует использовать простейшие ку-

сочно-линейные функции принадлежности, состоящие из прямоли-

нейных участков, для нахождения параметров которых требуется зна-

чительно меньшее по сравнению с остальными функциями принад-

лежности количество информации. 

Большой объем информации о системе. Наличие большого объ-

ема информации о системе в форме измеренных входных и выходных 

данных дает возможность идентификации большего числа параметров 

нечеткой модели, что позволяет использовать более сложные функ-

ции принадлежности, такие как П-образные, и тем самым приводит к 

моделям наиболее точным, чем в случае простых функций, состоящих 

из прямолинейных участков. Вместе с тем для идентификации боль-

шого числа параметров нечеткой модели требуются высокоэффектив-

ные методы ее адаптации (настройки), которые не всегда имеются в 

распоряжении исследователя. Опыт ряда исследователей позволяет 
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говорить о преимуществе в данной ситуации более простых, состоя-

щих из прямолинейных участков функций принадлежности, упроща-

ющих процесс настройки (обучения) нечеткой модели, обеспечивая 

при этом ее высокую точность [9, 13]. 

Некоторые исследователи рекомендуют на начальном этапе по-

строения модели использовать простейшие функции принадлежности, 

а на последующих этапах проводить тестирование модели с примене-

нием более сложных функций для того, чтобы проверить, не приводят 

ли эти функции к повышению точности модели [15]. Также отметим, 

что существующее мнение [15, 16] о том, что вид и форма функции 

принадлежности не оказывают существенного влияния на точность и 

качество нечеткой модели, является неверным – об этом также свиде-

тельствуют результаты исследований, приведенные, в частности, в 

[13, 17]. 

 

1.3. Основные операции над нечеткими множествами 

Для нечетких множеств определено достаточно много различных 

операций [4 – 10], часть из которых справедлива и для классических 

множеств. Следует отметить, что при выполнении различных операций 

над нечеткими множествами необходимые преобразования выполняются 

над соответствующими функциями принадлежности. Для описания этих 

операций необходимо дать еще несколько определений. 

Определение 1.2. Высотой нечеткого множества А называется 

верхняя граница его функции принадлежности sup( ( )).A A
x U

H x


   

Если высота нечеткого множества равна единице, то говорим, 

что оно нормально. Нечеткое множество А можно нормализовать 

(т. е. сделать нормальным) следующим образом: 
( )A

A

A

x

H


  . 

Множество А с функцией принадлежности A
  будет нормаль-

ным. Далее будем говорить о множествах высоты 1.AH   

Определение 1.3. Носителем нечеткого множества называется 

четкое подмножество универсального множества, элементы которого 

имеют ненулевые степени принадлежности: supp(A) = { : ( ) 0}Ax x  .  

Нечеткое множество называется пустым, если его носитель является 

пустым множеством. 
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Определение 1.4. Ядром нечеткого множества называется чет-

кое подмножество универсального множества, элементы которого 

имеют степени принадлежности, равные единице соrе(А) =                         

= { : ( ) 1}.Ax x   

Определение 1.5. α-сечением (или множеством α-уровня) не-

четкого множества называется четкое подмножество множества U, 

элементы которого имеют степени принадлежности, бо́льшие или 

равные : { : ( ) },a Aa A x x a    α ∈ [0, 1]. Значение α называют        

α-уровнем. Носитель (ядро) можно рассматривать как сечение нечет-

кого множества на нулевом α-уровне (рис. 1.10). 

 

 

Рис. 1.10. Носитель, ядро, α-сечение, α-уровень 

 

Операции над нечеткими множествами. Прежде чем рассмат-

ривать операции над нечеткими множествами, необходимо сделать 

ряд замечаний, которые будут способствовать как пониманию сути 

этих операций, так и корректному их применению. 

В первую очередь необходимо иметь в виду, что нечеткие мно-

жества – это обобщение классических множеств. Поскольку можно 

допустить самые различные варианты подобного обобщения, то от-

сюда следует принципиальная возможность неоднозначности различ-

ных определений, имеющих аналогии в классической теории мно-

жеств и представляющих практический интерес. Применительно к 

операциям над нечеткими множествами это означает, что любое 
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определение той или иной операции должно быть справедливо в том 

частном случае, когда вместо нечетких множеств используются клас-

сические множества. Иначе говоря, эти определения должны превра-

щаться в известные определения теоретико-множественных опера-

ций, если используемые в них функции принадлежности заменить на 

характеристические.  

Во-вторых, следует иметь в виду, что сравнение нечетких мно-

жеств и выполнение над ними различных операций будет возможно, 

когда соответствующие нечеткие множества определены на одном и 

том же универсуме. 

В-третьих, говоря о соответствии нечетких множеств и функций 

принадлежности, следует понимать это соответствие в форме матема-

тического изоморфизма, так как одна и та же функция принадлежно-

сти может описывать различные качественные понятия. При этом, хо-

тя одно и то же нечеткое множество, точнее, то или иное свойство в 

форме нечеткого множества может быть представлено различными 

функциями, отражающими субъективные предпочтения, с формаль-

ной точки зрения мы должны будем говорить о различных нечетких 

множествах.  

Пусть А и В – нечеткие множества с функциями принадлежно-

сти μА и μB соответственно, принадлежащие одному и тому же универ-

сальному множеству U. 

Определение 1.6. Будем говорить, что А содержится в В ,  если 

: ( ) ( ),A Bx U x x      и обозначает A ⊂ B. 

Определение 1.7. Будем говорить, что А и В равны тогда и 

только тогда, когда : ( ) ( ),A Bx U x x      и обозначают A = B.  

Определение 1.8. В теории нечетких множеств в отличие от 

классических возможно несколько определений операции дополне-

ния, обозначаемых A  или A  [18] (рис. 1.11): 

 классическое дополнение : ( ) 1 ( );AA
x U x x      

 дополнение по Ягеру ( ) 1 ( ) ,ww
AA

x x   1 ,w     

при w = 2 имеем квадратичное дополнение; 

 дополнение по Сугено 
1 ( )

( ) .
1 ( )

A
A

A

x
x

w x
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Рис. 1.11. Нечеткое множество и его дополнение: ряды 1 – ис-

ходная функция принадлежности; 2 – классическое дополнение; 

3 – дополнение по Сугено w = –0,5; 4 – дополнение по Сугено     

w = 1,5; 5 – дополнение Ягера w = 2; 6 –  дополнение Ягера w = 4 

 

Очевидно, что при переходе от функции принадлежности к ха-

рактеристической функции все варианты сходятся к одному результа-

ту – классического определения дополнения. 

Определение 1.9. В работе [2] Л. Заде предложил вычислять 

значение функции принадлежности пересечения нечетких множеств

A B  с использованием операции min (рис. 1.12). 

: ( ) min{ ( ), ( )}
BA B A

x U x x x


       (рис. 1.12, а). 

 

 

а)                                                                     б) 

Рис. 1.12. Пересечение двух нечетких множеств A и B А А  
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Заметим, что согласно этому определению пересечение множества 

и его дополнения для различных вариантов определения дополнения не 

обязательно пустое (рис. 1.12, б). Данный оператор был первым опера-

тором, использовавшимся для расширения операции пересечения обыч-

ных (классических) множеств на случай нечетких множеств.  

Альтернативным вариантом реализации оператора пересечения, 

который в некоторых работах называют оператором PROD (логиче-

ское произведение) [9], является произведение функций принадлеж-

ности ( ) ( ) ( ), .
BA B A

x x x x U       

Для четких множеств оба варианта реализации операции пере-

сечения дают одинаковые результаты, но для нечетких множеств ре-

зультат их использования будет отличаться.  

Пример 1.2. Пусть два эксперта оценили некоторую величину 

нечеткими множествами A и B. На основе их различающихся оценок 

необходимо построить совокупную оценку, которая учитывала бы 

мнения обоих экспертов. В качестве такой совокупной оценки зача-

стую логично брать пересечение нечетких множеств оценок экспер-

тов (рис. 1.13, а). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1.13. Сравнение определений пересечения нечетких множеств 
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На рис. 1.13, а изображены исходные оценки, совокупная оценка 

С1, если для определения пересечения берется минимум функций 

принадлежности, и совокупная оценка С2, если берется их произведе-

ние. В данном примере определение пересечения через произведение 

функций принадлежности может оказаться наиболее удобным, так как 

такое произведение наиболее чувствительно к оценкам экспертов. 

Действительно, пусть исходные оценки изменились, как показано на 

рис. 1.13, б, что может соответствовать общему уменьшению уверен-

ности экспертов. Из рисунка видно, что, несмотря на это, совокупная 

оценка для первого определения С1 не изменилась. Для второго опре-

деления достоверность совокупной оценки С2' уменьшилась, т. е. С2' < 

С2, что адекватно отражает уменьшение уверенности экспертов. Рас-

смотренный пример доказывает, что необходимо принимать то опре-

деление пересечения нечетких множеств, которое лучше соответствует 

содержательной интерпретации конкретной задачи. 

Другая ситуация, возникающая при использовании оператора 

min, представлена на рис. 1.14. Этот пример показывает, что исполь-

зование min в качестве основы операции пересечения нечетких мно-

жеств приводит к потере части информации, поскольку данный опе-

ратор учитывает только то, что одна степень принадлежности меньше 

другой без учета значения их разности. Для сравнения на рис. 1.14, а 

приведены результаты использования оператора min (ряд 3) при фор-

мализации операции пересечения двух нечетких (ряд 1) и (ряд 2) и 

оператора умножения (ряд 4), а на рис. 1.14, б применение оператора 

min (ряд 3) двух нечетких множеств с другими функциями принад-

лежности (ряд 1) и (ряд 2). Нетрудно видеть, что оператор min дает 

одинаковые результаты, хотя функции принадлежности исходных 

множеств различны. По этой причине для моделей систем, ис-

пользующих оператор min, обычно характерны нечувствительность к 

малым изменениям значений входных величин, а также резкие изме-

нения выходного значения при превышении некоторого порогового 

уровня входных значений. 

Использование оператора min может иметь преимущества для 

тех систем, в которых метод обработки информации близок к логиче-

скому (большинство зависимостей между входными и выходным ве-

личинами системы носят логический характер). Преимуществом ис-

пользования умножения является то, что значение μA∩B(x) имеет коли-
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чественную зависимость от фактических значений обеих функций 

принадлежности μA(x) и μB(x) (за исключением случая равенства од-

ной из функций нулю). Очевидно, что потеря информации здесь не 

так существенна, как для оператора min, когда значение μA∩B (x) зави-

сит лишь от меньшего в пределах заданной области изменения (х) 

значения компонентов μA(x) и μB(x). В пользу использования операто-

ра min можно привести следующее соображение. 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 1.14. Потеря информации при использовании оператора min 

 

Для пересечения обыкновенных множеств выполняется свой-

ство поглощения: из того, что А ⊂ В следует, что A ∩ B = A. Это свой-
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ство остается верным для нечетких множеств, если пересечение опре-

деляется через минимум функций принадлежности, но нарушается, 

если пересечение определяется через произведение. Рассмотрение 

возможности использования в качестве основы для реализации пере-

сечения нечетких множеств операторов как min, так и умножения 

указывает на неоднозначность способа выполнения данной операции. 

О том, каким должен быть этот способ, имеется множество мнений, в 

связи с чем на практике оператор ∩ зачастую выбирается интуитивно, 

исходя из опыта, на основе каких-либо гипотез или же методом проб. 

Использование любого из известных операторов пересечения в зави-

симости от конкретного приложения может приводить как к хоро-

шим, так и плохим результатам. В дальнейшем мы будем использо-

вать только определение пересечения нечетких множеств через опе-

ратор min. 

Определение 1.10. Определим объединение A ∪ B как наимень-

шее нечеткое множество, содержащее как A, так и В :  

: ( ) max{ ( ) ( )}.A B A Bx U x x x       

Альтернативным вариантом реализации операции объединения 

является алгебраическое объединение  

( ) ( ) ( ) ( )* ( ).A B A B A Bx x x x x        

Кроме приведенных вариантов определения операции объедине-

ния нечетких множеств, известны и другие, описание которых можно 

найти в [5]. Следует отметить, что для любых нечетких множеств опе-

раторы min и max являются единственно возможными операторами пе-

ресечения и объединения при выполнении следующих свойств: 

 коммутативность min (μA, μB) = min (μB, μA), max (μA, μB) =         

= max (μB, μA);  

 ассоциативность min (μA, min (μB, μC)) = min (min (μA, μB), μC), 

max (μA, max (μB, μC)) = max (max (μA, μB), μC)); 

 дистрибутивность min (μA, max (μB, μC)) = max (min (μA, μB), 

min (μA, μC)), max (μA, min (μB, μC)) = min (max (μA, μB), max (μA, μC); 

 монотонность μA ≤ μC, μB ≤ μD → min (μA, μB) ≤ min (μC, μD),    

max (μA, μB) ≤ max (μC, μD), μA < μB → min (μA, μA) < min (μB, μB), max (μA, μA) < 

< max (μB, μB) → min (μA, μB) ≤ min (μC, μD), max (μA, μB) ≤ max (μC, μD). 
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Дефаззификация в задачах, при решении которых используют-

ся нечеткие множества – это процедура нахождения обычного (не не-

четкого) значения, которое может быть использовано внешними по 

отношению к системе элементами. Для реализации дефаззификации 

применяют несколько методов. 

1. Метод максимума. Наиболее простым признан метод макси-

мума функции принадлежности (рис. 1.15). 

 
а)                                                            б) 

 

Рис. 1.15. Дефаззификация по максимуму функции принадлежности 

 

В этом случае для унимодальной функции принадлежности ре-

зультат дефаззификации определяется по координате ее максимума 

(рис. 1.15, а), для трапецеидальных – по середине верхнего основания 

(рис. 1.15, б). Для функций принадлежности с несколькими экстрему-

мами метод максимума не дает однозначного решения.  

2. Метод центра площади. Искомое значение z* находится из 

уравнения 
max

min

( ) ( ) .
z Z

Z z

z dz z dz





     Иными словами, определяется 

абсцисса прямой, делящей площадь по кривой функции принадлеж-

ности на две равные части. Метод центра площади неудобен при реа-

лизации, не может быть использован, если функция принадлежности 

задана дискретными значениями, и является неоднозначным, так как 

возможно построение нескольких прямых (биссектрис площади), де-

лящих площадь на равные части. 

3. Метод центра тяжести. Идея этого метода состоит в том, 

что функцию принадлежности рассматривают как систему матери-

альных точек, массы которых равны значениям функции принадлеж-

ности. Известно, что координата центра тяжести представляет собой 

обобщенную характеристику системы материальных точек. 
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Для непрерывных функций принадлежности координата центра 

тяжести выражается соотношением 
max

min
max

min

( )
.

( )

Z

Z
Z

Z

z z dz
CG z

z dz




 





 

Для дискретных функций 1

1

( )

( )

N

i i
i

N

i
i

z z

CG z

z

 





 







 (CG – Centre of 

Gravity).  

Возможны также и другие методы дефаззификации, описание ко-

торых приведено в [5]. 

 

1.4. Нечеткие числа 

Нечеткое число – это нечеткое подмножество универсального 

множества действительных чисел, имеющее нормальную и выпуклую 

функцию принадлежности, т. е. такую, что существует значение но-

сителя, в котором функция принадлежности равна единице, а также 

при отступлении от своего максимума влево или вправо функция 

принадлежности не возрастает (рис. 1.16).  

 
Рис. 1.16. Нечеткие числа: 1 – нечеткое выпуклое; 2 – нечеткое 

нормальное; 3 – нечеткое нормальное выпуклое 

 

Нечеткое число А на действительной прямой называется нор-

мальным, если max ( ) 1.A x   

Нечеткое число A унимодально, если условие ( ) 1A x   справед-

ливо только для одной точки действительной оси. Выпуклое нечеткое 
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число A называется нечетким нулем, если (0) sup( ( )).A A
x

x    Под-

множество AS R  называется носителем нечеткого числа A, если 

{ | ( ) 0}.A AS x x    

Нечеткое число A положительно, если , 0,Ax S x    и отри-

цательно, если , 0.Ax S x    Согласно принципу обобщения Заде 

было введено понятие арифметических операций на множестве не-

четких чисел. Для произвольных нечетких чисел A, B, C и для любых 

чисел x, y, z ∈ R справедливо sup { ( ) ( )},A B
z x y

C A B x y


   

где  – знак арифметической операции.  

Расширенные бинарные арифметические операции (сложение, 

умножение и пр.) для нечетких чисел определяются через соответ-

ствующие операции для четких чисел с использованием принципа 

обобщения следующим образом: 

sup { ( ) ( )},A B
z x y

C A B x y
 

      

sup { ( ) ( )},A B
z x y

C A B x y
 

      

sup{ ( ) ( )},A B
z x y

C A B x y
 

      

sup { ( ) ( )}.A B
z x y

C A B x y
 

      

Анализ свойств арифметических операций над нечеткими чис-

лами показал, что нечеткое число не имеет противоположного и об-

ратного чисел, сложение и умножение коммутативны, ассоциативны 

и в общем случае не дистрибутивны. 

При решении задач математического моделирования нечетких 

систем можно использовать нечеткие числа (L-R)-типа, которые пред-

полагают более простую интерпретацию расширенных бинарных от-

ношений. 

 

1.4.1. Алгоритм выполнения арифметических операций  

над нечеткими числами с (L-R)-аппроксимацией 

Нечеткие числа (L-R)-типа – это разновидность нечетких чисел 

специального вида, т. е. задаваемых по определенным правилам с це-

лью снижения объема вычислений при операциях над ними [5]. Для 
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нечетких чисел (L-R)-типа левые ветви функций принадлежности 

операндов A и B  аппроксимируются одной монотонно возрастаю-

щей функцией L, зависящей от двух параметров, подбираемых для 

каждого операнда в отдельности *( , )LL a a  и *( , )LL b b . Аналогично для 

правых ветвей и монотонно убывающей функции R имеем *( , )RR a a ,  
*( , )RR b b . Полученные аппроксимации называются L-R нечеткими 

числами и обозначаются *( , , )L Ra a a , *( , , ).L Rb b b  

Очевидно, что к классу (L-R)-функций относятся функции, гра-

фики которых имеют вид, приведенный на рис. 1.17. 

 

Рис. 1.17. Нечеткие числа (L-R)-типа 

 

Примерами аналитического задания (L-R)-функций могут быть 

( ) ,
p

x
L x e


  0;p   ( ) 1 (1 ) ,

p
R x x   0p   и т. д. 

Доказано, что результат сложения и вычитания L-R нечетких 

чисел есть также L-R нечеткое число. Результат умножения и деления 

L-R нечетких чисел будет L-R нечетким числом лишь приблизительно 

[15]. L-R-аппроксимация полезна тем, что сами функции L и R в про-

межуточных вычислениях не участвуют, а используются лишь при 

получении окончательного результата. 

При решении практических задач наибольшее применение 

нашли простейшие частные случаи нечетких чисел и нечетких интер-

валов, получившие свое название по виду их функций принадлежно-

сти. Эти нечеткие числа и интервалы можно рассматривать как част-

ный случай нечетких чисел и интервалов (L-R)-типа, если в качестве 
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соответствующих функций L-типа и R-типа использовать их предель-

ные случаи, а именно линейные функции (треугольные или трапеце-

идальные). При этом важным обстоятельством будет то, что тре-

угольные нечеткие числа однозначно задаются тройкой 
*( , , ),L Ra a a  а 

трапецеидальные четверкой 1 2( , , , ),L Ra a a a  где 1 2,a a  – координаты 

верхнего основания трапеции, т. е. отпадает необходимость вычисления 

промежуточных значений результатов арифметических операций. 

Рассмотрим выполнение арифметических операций над тре-

угольными L-R нечеткими числами (рис. 1.18). Для треугольной 

функции принадлежности не-

четкое число x x  представля-

ется следующим соотношением: 

    ,
R

L

xx

L R
x x

x x x x x x x





       

где знак  означает объедине-

ние по всем ,Lx x x 
 

 и 

, Rx x x 
 

 соответственно. 

 Пусть имеются два нечетких числа   

   
1 1

1 1

1 1 1

R

L

x x

L R
x x

x x x x x x x





       и    
2 2

2 2

2 2 2 .
R

L

x x

L R
x x

x x x x x x x





       

Суммой чисел 1x
  и 2x  назовем число 3x  такое, что   

   
3 3

3 3

3 3

3 ,
R

L

x x

x x
x x

x x x x x





          (1.1) 

где 3 1 2;L L Lx x x   3 1 2;R R Rx x x   3 1 2.x x x     

 Для треугольных функций принадлежности слагаемых функция 

принадлежности суммы также будет треугольной и представляться 

уравнением   0x a kx   . Для определения значений 0a  и k необхо-

димо для 3 3Lx x x   решить систему уравнений  

0 1a kx   при 3 1 2 ,x x x x      

0 0a kx   при 3 1 2,L L Lx x x x          

 

Рис. 1.18. Нечеткое треугольное число 
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откуда 3
0

3 3 3 3

1
,L

L L

x
a k

x x x x 
  

 
 и соответственно  

3

3

3 3

.L
x

L

x x
x

x x


 


 

Для *
3 3Rx x x   0 1a kx   при 3x x , 

0 0a kx   при 3Rx x . 

Тогда 3
0

3 3 3 3

1
,R

R R

x
a k

x x x x 
  

 
 и  

3

3

3 3

.R
x

R

x x
x

x x


 


 

Таким образом, 
3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

R

L

x x
L R

x x RL

x x x x
x x x

x xx x









 
 


  . 

Аналогично для операции вычитания  

3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

,
R

L

x x
L R

x RxL

x x x x
x x x

x xx x









 
 


   

3 1 2L L Rx x x  , 3 1 2R R Lx x x  , 3 1 2.x x x       (1.2) 

Для операций умножения и деления, предполагая сохраняемость 

треугольной функции принадлежности, в работе [7] получены следу-

ющие соотношения: 

3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

R

L

x x
L R

x x RL

x x x x
x x x

x xx x









 
 


  , 

3 1 2L L Lx x x , 3 1 2R R Rx x x , 3 1 2x x x   .    (1.3) 

Результирующая функция принадлежности  
3 0 1 ,x x a k x    

 
 

 

 

3 3

3 3

3 3 3 3
3

3 3 3 3

,
R

L

x x
L R

x L x R

x x x x x x
x x x

x x x x x x





 




 
 

 
      (1.4) 

где 1 1 1
3 3 3

2 2 2

, ,L R
L R

R L

x x x
x x x

x x x





   , результирующая функция принад-

лежности  
3

1
0x

k
x a

x
   .  

В отношении двух последних операций целесообразно сделать 

следующее замечание. Операции умножения и деления – операции 

нелинейные, поэтому предположение о сохранении вида функции 

принадлежности в общем случае не выполняется. В то же время во 

многих практических задачах результирующая функция принадлеж-
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ности после выполнения операций умножения и деления близка к 

треугольной, что позволяет аппроксимировать результат, приводя его 

к треугольному виду. 

Отметим еще одну особенность непрерывных нормальных вы-

пуклых нечетких чисел: найти нечеткое число и его правую и левую 

границы можно, не проводя лингвистического анализа, поскольку 

точно известно, при каком х функция принадлежности равна 1, а при 

каких х она равна нулю. Поэтому арифметические вычисления над 

нечеткими числами в (L-R) представлении выполняются с использо-

ванием соотношений (1.1) – (1.4), с помощью которых вычисляются 

левая и правая границы результата и его центр, а затем к этим точ-

кам «привязывается» соответствующая функция принадлежности. 

На рис. 1.19 представлен пример сложения двух треугольных нечет-

ких чисел А = 3 с границами (2, 3, 4), В = 6 с границами (5, 6, 7). Ана-

логично действуют и для других арифметических операций. 

 

Рис. 1.19. Пример сложения двух треугольных нечетких чисел 

 

1.4.2. Арифметические операции над нечеткими числами  

с использованием уровневых множеств 

 В основу данного подхода к выполнению операций над нечет-

кими числами положено то, что нечеткое число может быть дискрети-

зировано по конечному числу -уровней, когда каждому уровню i 

ставится в соответствие множество 

 
 

 

1 2, ,..., ,

, 1, ,

i i i i

i

n

j i

X x x x

x j n
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а также разложено на выпуклые, возможно, ненормализованные не-

четкие подмножества (рис. 1.20). 

 

Рис. 1.20. Дискретизация нечеткого числа по α-уровню 

 

Для операций с использованием уровневых множеств наклады-

вается дополнительное ограничение, что эти нечеткие подмножества 

должны иметь функции принадлежности либо строго убывающие, 

либо строго возрастающие, либо постоянные (рис. 1.21). Эти ограни-

чения объясняются тем, что если рассматривать только монотонные 

(только возрастающие или только убывающие) операции*, то для 

этих операций на участках одинаковой монотонности функций при-

надлежности результат может быть получен без дополнительного 

лингвистического анализа.  

 

Рис. 1.21. Нечеткое число 

                                                           

* Бинарная операция * называется возрастающей, если для 
1 1x y  и 

2 2x y  ⇒   

⇒ 
1 2*x x  > 

1 2* ,y y и убывающей, если для 
1 1x y  и 

2 2x y  ⇒ 
1 2*x x  < 

1 2* .y y  
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Пусть нечеткие числа X  и Y  представлены в виде                     

-уровневых подмножеств, для которых функции принадлежности 

имеют одинаковый характер монотонности:  

   , ,
i i

X X Y Y    

  

  
 

 

1

1

, ..., , 1, ,

, ..., , 1, ,

,    1, , 1, ,

,  1, , 1, .

i i i

j j j

i

ji

n

m

k i i

q j j

X x x i I

Y y y j J

x i J k n

y i J q m

 

 





 

 

    

    

 

Операции выполняются над абсциссами точек, находящихся на 

одинаковых -уровнях и имеющих одинаковые участки монотонно-

сти функций принадлежности. 

Рассмотрим для простоты один -уровень i и три значения ар-

гумента и , 1,2,3
ij ij

x y j    (рис. 1.22). 

 

Рис. 1.22. α-уровень нечетких чисел 

 

 

      

      

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

, , ,

, , .

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

X x х x x x x

Y y y y y y y

         

         

   

   

  

 Тогда для строго возрастающих или строго убывающих опера-

ций, какими являются сложение и умножение, справедливы соотно-

шения 
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      1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ,
i i i i i i i i i i i i

Z X Y x y x y x y                     (1.5) 

      1 1 1 2 2 2 3 3 3, , .
i i i i i i i i i i i i

Z X Y x y x y x y                     (1.6) 

 Операции вычитания и деления не являются строго возрастаю-

щими или строго убывающими, поэтому их вначале надо представить 

в виде  ( ), 1 ,X Y X Y X Y X Y      а затем может использоваться 

соотношение (1.5) или (1.6). 

 Основным ограничением при использовании данного метода ре-

ализации нечетких множеств выступает требование участков одина-

ковой монотонности функций принадлежности для участников опе-

раций. 

 

1.4.3. Операции над нечеткими числами на основе принципа  

нечеткого обобщения Л. Заде 

Другой подход к реализации операций над нечеткими числами 

основан на использовании дискретных значений функций принад-

лежности нечетких чисел и операций над ними [19]. Расширенные 

бинарные арифметические операции (сложение, вычитание, умноже-

ние, деление и др.) для нечетких чисел определяются через соответ-

ствующие операции для четких чисел с использованием принципа не-

четкого обобщения Л. Заде следующим образом. 

Пусть А, В и С – нечеткие числа, заданные своими функциями 

принадлежности ( ), ( ), ( ), , ,A B Cx y z x y z R     . Тогда результат 

произвольной бинарной операции над нечеткими числами на основе 

принципа обобщения Л. Заде запишем следующим образом: *C A B    

с функцией принадлежности  

*

( ) ( ) sup ( ( ) ( )),C A B A B
z x y

z z x y


       

где * – обозначение нечеткой операции, соответствующей операции * 

над обычными числами; ∧ – операция минимум. 

Операции над нечеткими числами на основе принципа нечетко-

го обобщения Л. Заде вычисляются в соответствии со следующими 

выражениями. 
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Сложение C A B   с функцией принадлежности 

( ) ( ) sup ( ( ) ( )).C A B A B
z x y

z z x y
 

       

Вычитание C A B   с функцией принадлежности 

( ) ( ) sup ( ( ) ( )).C A BA B
z x y

z z x y
 

       

Умножение *C A B  с функцией принадлежности 

( ) ( ) sup ( ( ) ( )).C A BA B
z x y

z z x y
 

       

Деление  с функцией принадлежности 

/
/

( ) ( ) sup ( ( ) ( )).C A BA B
z x y

z z x y


       

 

2. ПРОГРАММНЫЕ СРЕДСТВА ДЛЯ РАБОТЫ 

С НЕЧЕТКИМИ МНОЖЕСТВАМИ 

 

Все существующие в настоящее время программные пакеты для 

работы с нечеткими множествами можно разделить на три группы: 

 средства вычислений с нечеткими числами, куда можно отне-

сти электронную таблицу FuziCalc [20] и надстройку Fuzzy for Excel 

для известной электронной таблицы Excel; 

 средства моделирования процессов и технических устройств, 

основанных на использовании аппарата теории нечетких множеств: 

Fuzzy Logic Toolbox Matlab, CubiCalc [4, 5]; 

 средства проектирования нечетких контроллеров Trace Mode 

(фирма «AdAstra»), FuzzyTech (фирма «Inform Software Corporation») [5]. 

Для предварительного изучения операций с нечеткими множе-

ствами, проведения вычислений с нечеткими числами и частично 

моделирования наиболее удобной и простой представляется элек-

тронная таблица FuziCalc, методы работы с которой и будут рас-

смотрены далее. 

Задание 2.1. Изучение электронной таблицы FuziCalc 

Нечеткая электронная таблица FuziCalc (FC) представляет собой 

электронную таблицу, аналогичную по организации MS Office Excel, 

но вместо обычных чисел работает с нечеткими числами, т. е. на ос-

нове fuzzy-технологий. Поскольку FC появилась достаточно давно, то 

при работе с ней в современных операционных системах (ОС) возни-

BAС /
~
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кают проблемы совместимости: практически все операционные си-

стемы, используемые на сегодняшний день, 64-разрядные (Win 7, 8, 

10), а FC разрабатывалась для 32-разрядной ОС (Win XP). Для реше-

ния данной проблемы можно в среде Win 7 организовать виртуаль-

ную машину с предустановленной на ней Win XP, на которую в даль-

нейшем можно поставить саму FC. Подробное описание организации 

виртуальной машины представлено в приложении. Рабочая среда таб-

лицы приведена на рис. 2.1. 

 

 

Рис. 2.1. Рабочая среда таблицы 

 

Ввод в таблицу нечетких чисел выполняется в следующей по-

следовательности. 

1. Выбирается ячейка таблицы, в которой предполагается раз-

мещение нечеткого числа (А.1). 

2. На панели инструментов щелчком мыши активируется панель 

Fuzzy, в выпадающем меню которой активируется панель Fuzzyfy…, 

в результате чего появляется форма для ввода нечеткого числа           

(рис. 2.2), в которой в строку Low вводится значение левой границы 

нечеткого числа, Best – центра, High – правой границы. Например, 

нечеткое число «примерно 36» будет введено следующим образом 

(рис. 2.3). 



47 

     

       Рис. 2.2. Форма ввода нечетного числа                    Рис. 2.3. Ввод числа 

                                                                                          «примерно 36» 

 

Если предполагается, что нечеткое число имеет треугольную 

функцию принадлежности (число в LR-представлении), надо щелк-

нуть мышью по клавише Оk. Если предполагается использовать не-

четкие числа с другими функциями принадлежности, то надо щелк-

нуть по клавише Gallery, в результате чего появится набор возможных 

функций принадлежности, из которого надо выбрать желаемую 

щелчком под соответствующим изображением и затем щелкнуть по 

клавише Ok (рис. 2.4, а).  

 
а) 

 
б) 

Рис. 2.4. Выбор функции принадлежности 
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На рис. 2.4, б показан выбор функции принадлежности типа 

«тент», в результате в ячейку А.1 таблицы будет введено нечеткое 

число «примерно 36» с соответствующей функцией принадлежности 

(рис. 2.5). График, представленный на рис. 2.5, получается двойным 

щелчком по соответствующей ячейке (А.1) таблицы, на которой точ-

ками обозначены существенные координаты функции принадлежно-

сти нечеткого числа, изменяя которые можно редактировать вид 

функции принадлежности (рис. 2.6). 

 

Рис. 2.5. График заданной ранее функции 

 

 

Рис. 2.6. Редактирование вида функции принадлежности 

 

Необходимо отметить, что в клетке таблицы представляется не 

центральное значение нечеткого числа, а значение, соответствующее 

координате центра тяжести функции принадлежности, которая для 

симметричных функций принадлежности совпадает с координатой 

максимума. 
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Выполнение простейших арифметических операций 

Рассмотрим простейшую операцию сложения двух нечетких чи-

сел. Для этого в ячейки таблицы следует поместить слагаемые со-

гласно ранее изложенной методике (рис. 2.7). 

 

Рис. 2.7. Представление двух нечетких чисел 

 

На рис. 2.7 представлены два нечетких числа (ячейки А.1 и F.1). 

Необходимо найти их сумму, которую поместить в ячейку D.9 (рис. 2.8). 

 

Рис. 2.8. Размещение суммы нечетких чисел 

 

Для получения результата в командную строку необходимо вве-

сти соответствующую формулу так, как это делается в любой элек-

тронной таблице. Ввод любой формулы начинается знаком «=». Гра-

фики операндов и результата выводятся в поле таблицы после оди-

ночного щелчка по соответствующей ячейке таблицы, выбора на па-

нели инструментов клавиши Object и активации в выпадающем меню 

New Fuzzy Graph. В этом случае на экран выводятся графики функций 

принадлежности в стандартной форме. 
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Для получения других вариантов графического представле-

ния нужно дважды щелкнуть мышью по соответствующему графи-

ку, в результате чего появится вспомогательная панель Fuzzy 

Graph (рис. 2.9), на которой выбирается клавиша Gallery, после чего 

появится панель Fuzzy Graph Gallery, где представлены варианты цве-

тового оформления. Если ограничиваемся плоскими фигурами, то вы-

бираем нужный цвет и щелкаем по клавише Ok. Для получения цвет-

ной заливки изображения активируется клавиша Next и появляется 

набор возможных вариантов (рис. 2.10).  

 

Рис. 2.9. Варианты графических представлений 

 

Рис. 2.10. Доступные варианты цветового отображения 
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Для получения трехмерного изображения нужно еще раз щелк-

нуть по клавише Next, после чего появится набор возможных вариан-

тов (рис. 2.11). 

 

Рис. 2.11. Доступные варианты трехмерного отображения 

 

Другие вычисления выполняются практически аналогично. 

Пример 2.1. Решение бизнес-задачи. Менеджер планирует дея-

тельность фирмы, работающей на рынке недвижимости, на следую-

щий год. Целевая функция задачи – оценить диапазон прибыли, на 

который можно рассчитывать. Для решения задачи существуют четы-

ре нечетких утверждения, выявленные из результатов деятельности 

фирмы в прошлые годы. 

1. В течение года в фирму обращается примерно 75 клиентов. 

2. Из потенциальных клиентов примерно 30 % совершают сделки. 

3. Стоимость недвижимости, фигурирующей в сделках, состав-

ляет примерно 142 815 руб. 

4. За проведенную сделку берут комиссию примерно 5,5 %. 

Если вычислить ожидаемую прибыль обычным способом, то 

получим Р = 75 · 0,3 · 142 815 · 0,055 = 176 733 руб. 

При этом менеджер предполагает: 

– когда он рассчитывает на 75 возможных клиентов, то понима-

ет, что это количество вполне вероятно может быть точно не реализо-
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вано. В то же время за последние годы количество клиентов никогда 

не было меньше 67 и не превышало 87; 

– как правило, сделки совершают не менее 25 – 35 % клиентов, 

но никогда не было меньше 10 % и больше 50 %; 

– стоимость недвижимости, проданной фирмой, обычно распре-

деляется так, что чаще всего это диапазон от 138 000 до 140 000 руб. 

Существует возможность и большего значения, но оно никогда не 

было больше 160 000 руб.; 

– размер комиссионных тоже не постоянный, обычно 5 – 6 %, но 

никогда не бывает меньше 4 % и больше 7 %. 

Описанная ситуация представлена на рис. 2.12.  

 

 

Рис. 2.12. Отображение описанной ситуации 

 

Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод, что, 

очевидно, фирма получит прибыль в диапазоне от 130 000 до 206 000 руб. 

(рис. 2.13). 
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Для этих величин значение функции принадлежности результата 

наибольшее и равно единице. Ценность такого расчета состоит в том, 

что менеджер может оценить объем прибыли для нелучших условий 

(пессимистический вариант) и в том случае, когда условия для бизнеса 

будут наиболее благоприятными (оптимистический вариант). 

 

 

 

Рис. 2.13. Результат решения 

 

Задание 2.2 (для самостоятельной работы) 

1. Руководствуясь вышеизложенным материалом, провести ре-

шение описанной в примере задачи для получения первоначальных 

навыков работы с таблицей FuziCalc. 

2. Разработать собственную задачу и провести ее решение. 

3. Подготовить отчет.  

Логические операции над нечеткими множествами (числами) 

Для нечетких чисел определены следующие основные операции: 

 пересечение ; 

 объединение ; 

 дополнение . 

Выполнение этих операций для нечетких множеств состоит в 

преобразовании соответствующих функций принадлежности: 

 для пересечения ,
BC A

     при этом возможны два вида 

формализации: через операцию min  min ,
ВС А

     или операцию 

умножения ;
ВС А

     

BAC
~~~



BAC
~~~



A
~
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 для объединения 
ВС А

    , при этом возможны следую-

щие формализации: через операцию max  max , ,
BС A

     опера-

цию сложения 
, если 1,

,
1, если 1

В ВА А

ВС А
ВА

        
       

     
 через опера-

цию ограниченной суммы ;
В ВС А А

       

 для дополнения 1 .
А А

    

В таблице FuziCalc для выполнения операции пересечения 

предусмотрена специальная функция FzIntsct, для объединения – 

FzUnion. Специальной функции для реализации операции дополнения 

нечеткого множества в таблице FuziCalc не предусмотрено, поэтому 

ее приходится программировать пользователю. 

Для осуществления указанных операций в таблице должны быть 

выбраны соответствующие операнды, которые заданы в ячейках А.3 

(нечеткое множество А) и D.3 (нечеткое множество В), определенные 

в диапазоне (0,1). Для проведения соответствующей операции необ-

ходимо активировать клавишу Formula на панели инструментов. В 

выпадающем меню активируется опция Paste Function…, после чего 

появляется список функций, реализуемый в таблице FuziCalc (рис. 

2.14). На этом же рисунке представлены результаты реализации опе-

раций пересечения и объединения.  

 

Рис. 2.14. Список функций 
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Поскольку таблица FuziCalc преимущественно рассчитана на 

вычисления, в ней отсутствует возможность непосредственной реали-

зации операции дополнения. Поэтому она программируется пользова-

телем с использованием дополнительных процедур.  

 В простейших случаях возможно непосредственное построение 

дополнения. На рис. 2.15 представлено нечеткое множество с тре-

угольной функцией принадлежности, определенной на универсаль-

ном множестве (0,1). Тогда функция принадлежности дополнения 

может быть получена преобразованием двугорбой функции принад-

лежности (см. рис. 2.15).  

 

 

Рис. 2.15. Двугорбая функция принадлежности 

 

Когда такие простые преобразования невозможны, дополнение 

можно получить с помощью вспомогательных нечетких множеств и со-

ответствующих операций над ними либо использовать дополнение Ягера 

и Сугено (см. п. 1.3 «Основные операции над нечеткими множествами»).  
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На рис. 2.16 представлены вспомогательные множества А1, А2, 

А3, к которым применяется операция FzUnion. Нетрудно увидеть, что 

в результате будет построено дополнение нечеткого множества А. 

 

Рис. 2.16. Вспомогательные множества 

 

Отметим очень важную осо-

бенность нечетких множеств, кото-

рая составляет их принципиальное 

отличие от классических множеств. 

В классической теории множеств 

выполняются следующие соотноше-

ния: 0A A   (0 – пустое множе-

ство); A A U   (U – универсаль-

ное множество), иными словами, 

пересечение множества с его соб-

ственным дополнением всегда лож-

но, а объединение всегда истинно. 

Это свойство известно еще как 

«принцип исключения третьего». 

Для нечетких множеств это свойство не выполняется 0A A  , 

A A U   (рис. 2.17). 

 

Рис. 2.17. Отсутствие принципа 

исключения третьего 
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Задание 2.3. Основные свойства операций над нечеткими 

множествами 

Известно, что операции объединения и пересечения четких 

множеств являются коммутативными, ассоциативными и обладают 

свойствами дистрибутивности по отношению друг к другу. Используя 

описанные операции над нечеткими множествами и средства их реа-

лизации в электронной таблице FuziCalc, проверить выполнение 

свойств 1 – 4. 

1. ,A A A A A A    ; 

2. ,A B B A A B B A      ; 

3. ( ) ( )A B C A B C     , ( ) ( )A B C A B C     . 

4. ( ) ( ) ( )A B C A B A C      , ( ) ( ) ( ).A B C A B A C       

Задание 2.4. Особенности нечеткой арифметики 

Выполнение арифметических операций с нечеткими числами 

имеет ряд особенностей, которые связаны с тем, что пары операций 

«сложение – вычитание» и «умножение – деление» не позволяют 

отыскать соответственно противоположное и обратное нечеткое чис-

ло, кроме того, ( ) ,A B B A    ( / )A B B A . Эти обстоятельства не 

позволяют получить точное решение нечетких уравнений. 

Для проверки этого утверждения предлагается решить простое 

нечеткое уравнение Ax B C  , задав самостоятельно значения его 

коэффициентов, а затем проверить путем обратной подстановки, яв-

ляется ли найденное решение точным. 

Пример 2.2. Оценка недвижимости. Оценка недвижимости – 

особая сфера профессиональной деятельности на рынке недвижимого 

имущества и в то же время необходимый момент при совершении 

практически любой операции с недвижимостью, начиная от купли-

продажи или сдачи в аренду, завершая принятием решений о реализа-

ции проектов строительства или реконструкции, включении объектов 

недвижимости в уставной капитал, выкупе государством объектов 

недвижимости.  

Оценка – сложный процесс, состоящий в определении денежного 

эквивалента стоимости объекта недвижимости. При оценке недвижимо-

сти используют различные подходы: доходный, рыночный и затратный. 
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Доходный подход в отличие от рыночного и затратного направ-

лен на получение данных об объекте недвижимости с точки зрения 

инвестора. Объект недвижимости в этом случае рассматривается 

только как источник дохода. К недостаткам данного подхода относит-

ся построение всех расчетов на основе прогнозных данных и предва-

рительных заключений экспертов. В этих условиях целесообразно 

применение нечетких чисел и нечетких вычислений. 

Пусть имеется некоторый объект недвижимости. Для оценки нам 

необходимо сравнить его хотя бы с одним аналогичным объектом. 

Примерные критерии оценки таковы: 

 местоположение; 

 удаленность от транспортных магистралей; 

 наличие вспомогательных помещений; 

 общее состояние; 

 внутренняя отделка; 

 наличие территории для парковки и т. п; 

 другие критерии по выбору оценщика. 

Вес каждого критерия оценщик выбирает самостоятельно. При-

мер представлен в оценочной табл. 2.1. 

Таблица 2.1. Оценочная таблица представлений 
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Все оценки имеют вид нечетких треугольных чисел. Умножая 

оценки по критериям на соответствующие веса и затем суммируя по-

лученные значения, определим предполагаемые оценки аналогов. 

Зная их цены, можем спрогнозировать искомую цену объекта по 

формуле 

1

/

,

n

i i
i

P C

P С
n




 

где Р – стоимость оцениваемого объекта; Pi – известные цены анало-

гичных объектов недвижимости; Сi – оценки этих объектов; С – оцен-

ка этого объекта. 

Для применения доходного метода вместо цены объекта сравни-

ваются арендные ставки. В результате получаем вероятную арендную 

ставку, а также потенциальную стоимость объекта (табл. 2.2). 

Таблица 2.2. Результирующая таблица 

 
 

Умножая площадь на ставку аренды, получаем потенциальный 

валовой доход. Затем вычитаем из дохода 20 % – нормативный коэф-

фициент недоиспользования, получаем действительный валовой до-

ход, вычитаем еще 20 % на операционные расходы, получаем чистый 

операционный доход. 

Затем делим полученный результат на коэффициент капитали-

зации, обычно принимаемый за 0,28, и получаем стоимость объекта.  

Задание 2.5 

1. Выполнить расчеты по приведенному примеру. 

2. Выбрать другой вариант функций принадлежности. Провести 

расчеты и сравнить полученные результаты. 

3. Разработать собственный пример и провести расчеты. 

4. Подготовить отчет. 
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Задание 2.6. Расчет ожидаемого дохода от продажи продукции 

Компании, производящей некоторую продукцию, например 

стальные трубы, необходимо оценить величину чистого приведенного 

дохода с учетом прогнозируемого объема и цены продаж. Предпола-

гается, что в первый год ожидается объем продаж в диапазоне 93 – 

113 т., во второй – 172 – 212 т., в третий – 160 – 220 т. Цена продаж 

планируется в диапазоне 296 – 326 тыс. руб. за тонну. 

Чистый приведенный доход рассчитывается по формуле
3

1 (1 )

k

k
k

C
NPV

r




 , где Ck = Vk · S, Vk – предполагаемый объем продаж в 

k-периоде; S – предполагаемая цена продаж; r – ставка дисконтирова-

ния, учитывающая уровень инфляции, обычно может находиться в 

пределах от 0,06 до 0,1. 

Для оценки значения чистого приведенного дохода все парамет-

ры расчета представляются нечеткими числами, вид функций принад-

лежности выбирается самостоятельно.  

 

3. НЕЧЕТКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

 

В литературе по теории нечетких множеств обычно использует-

ся термин «нечеткие отношения», допуская при этом смешивание 

двух понятий из теории множеств: «отображение» и «отношение». На 

наш взгляд, будет более корректным в математическом смысле разде-

лить эти понятия и в теории нечетких множеств. Для того чтобы 

обосновать предлагаемый подход, приведем определения отображе-

ния и отношения множеств из классической теории. 

Пусть { : 1, }iX x i I   и { : 1, }jY y j J  некоторые множества 

и Г ⊆ X × Y соответствие, определенное на прямом произведении 

множеств X и Y, т. е. для каждого xi ∈ X существует yj ∈ Y такое, что 

(xi, yj) ∈ Г. Такое всюду определенное соответствие называется отоб-

ражением X в Y и может быть записано как Г:X→Y [11, 12]. Важным 

частным случаем отображения является отображение множества са-

мого на себя Г:X→X, которое получило название «отношение».  

Для того чтобы различить отображение и отношение, для по-

следнего используют символ R (relation) R:X→X или R:X. В классиче-

ской теории множеств термин «отношение» используется для обозна-
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чения различных видов отображения множества самого на себя. От-

метим, что в ряде работ нечеткое отображение представляется как 

многомерное нечеткое отношение, собственно нечеткое отношение 

как унитарное нечеткое отношение. 

Следует отметить, что понятия нечеткого отображения и нечет-

кого отношения наряду с понятием нечеткого множества следует от-

нести к фундаментальным основам всей теории нечетких множеств. 

 

3.1. Нечеткое отображение и способы его задания 

В общем случае нечетким отображением, заданным на универ-

сальных множествах U1, U2, …, Un, называется некоторое фиксирован-

ное нечеткое подмножество декартова произведения U1 × U2 ×, …,× Un. 

Так же как и в случае обычных множеств, чтобы охарактеризовать 

количество универсальных множеств, на основе которых строится то 

или иное нечеткое отображение, принято называть нечеткое отобра-

жение между элементами двух универсальных множеств бинарным, 

между элементами трех множеств – тернарным, в общем случае –         

n-арным. При этом на вид и форму функций принадлежности нечеткого 

отображения предварительно не накладывается никаких ограничений. 

Для простоты дальнейшего изложения будем рассматривать би-

нарные отображения. Это не ограничивает общности рассмотрения, 

так как приводимые соотношения легко обобщаются на любое число 

универсальных множеств. 

Пусть U1 и U2 универсальные множества. Если U является де-

картовым произведением U = U1 × U2, то нечеткое отображение опре-

деляется как нечеткое подмножество универсального множества U 

μГ̃: 𝑈1 × 𝑈2 → [0, 1]. 

Значение μГ̃(𝑢𝑖 ,  𝑢𝑗) для конкретной пары (𝑢𝑖 ,  𝑢𝑗) ϵ 𝑈1 × 𝑈2 ха-

рактеризует субъективную степень выполнения соответствия 𝑢𝑖Г̃𝑢𝑗. 

Существует несколько форм задания отображений. Задание отобра-

жения Г̃ на множестве U может быть выполнено перечислением всех 

пар (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) ϵ 𝑈 (𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅), для которых выполняется отношение Г̃. 

Кроме того, отображения могут задаваться в виде матриц и графов. 

Пример 3.1. Сотрудниками ведущей консалтинговой компании 

США Бостонской консультационной группы (БКГ) для оценки стра-

тегических бизнес-единиц (СБЕ) разработана система оценок                 
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С = {c1 = «звезды», с2 = «денежные дойные коровы», с3 = «вопроси-

тельные знаки», с4 = «собаки»}. Пусть множество анализируемых 

СБЕ состоит из трех элементов 

СБЕ = {сбе1, сбе2, сбе3}. Тогда не-

четкое отображение множества 

СБЕ на множество оценок, пред-

ставляющее прогноз перспектив 

развития стратегических бизнес-

единиц, может быть, например, за-

дано матрицей (табл. 3.1). 

Носителем нечеткого отображения  Г̃ ⊆ 𝑋 × 𝑌 называют под-

множество декартова произведения 𝑋 × 𝑌 вида SuppГ̃ = {
(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

𝑥𝑖,𝑥𝑗
ϵ 𝑋 ×

× 𝑌, μГ̃(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) > 0)}. Носитель нечеткого отображения следует пони-

мать как множество пар на 𝑋 × 𝑌, для которых может быть установ-

лено соответствие 𝑥𝑖Г̃𝑦𝑗. 

В практических приложениях встречаются задачи, когда непо-

средственное построение нечеткого отображения затруднено или, 

возможно, приведет к неудовлетворительным решениям из-за некор-

ректного выбора оценок, определяющих степень выраженности соот-

ветствия, представляемого отображением. 

Пример 3.2. Предположим, необходимо построить нечеткое 

отображение, которое содержательно описывает упрощенную ситуа-

цию поиска неисправности в автомобиле. С этой целью в качестве 

первого универсума рассмотрим множество предпосылок или причин 

неисправности, в котором x1 – неисправность аккумулятора, x2 – не-

исправность карбюратора, x3 – низкое качество бензина, x4 – неис-

правность системы зажигания. В качестве второго универсума рас-

смотрим множество заключений или проявлений неисправности, где 

y1 – двигатель не запускается, y2 – двигатель работает неустойчиво,    

y3 – двигатель не развивает полной мощности. При этом между каж-

дым элементом множества предпосылок и каждым элементом множе-

ства следствий существует некоторая причинная взаимосвязь.  

Особенность построения нечеткой модели для описываемой си-

туации заключается в том, что рассматриваемая причинная взаимо-

связь не является однозначной. Более того, исходя из субъективного 

опыта конкретного механика, марки автомобиля, условий его эксплу-

Таблица 3.1. Множество  

стратегических бизнес-единиц 

СБЕ с1 с2 с3 с4 

сбе1 0,4 0,3 0,1 0,1 

сбе2 0,1 0,3 0,6 0,5 

сбе3 0,4 0,3 0,2 0,7 
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атации и учета других факторов, эта причинная взаимосвязь наиболее 

адекватно может быть представлена в виде бинарного нечеткого 

отображения, заданного на базисных множествах X и Y. В этом случае 

функция принадлежности этого бинарного нечеткого отображения 

количественно описывает степень уверенности в том, что та или иная 

причина неисправности может привести к тому или иному следствию. 

Применительно к нашему примеру конкретное нечеткое отоб-

ражение может быть записано в форме списка следующим образом:    

= {(<х1, у1>, 1), (<x1, y2>, 0,1), (<х1, у3>, 0,2), (<x2, y1>, 0,8), (<x2, y2>, 

0,9), (<х2, y3>, 1), (<х3, у1>, 0,7), (<x3, у2>, 0,8), (<x3, y3>, 0,5), (<x4, у1>, 

1), (<x4, y2>, 0,5), (<х4, у3>, 0,2)}. Поскольку нечеткое отображение би-

нарное и конечное, оно может 

быть представлено в форме 

табл. 3.2. 

Для того чтобы предста-

вить это нечеткое отображе-

ние в форме нечеткого графа, 

изобразим на плоскости его 

вершины, в качестве которых 

выступают элементы мно-

жеств X и Y. Соединим эти 

вершины дугами, направлен-

ными от вершин, соответству-

ющих элементам множества X, 

к вершинам, соответствующим 

элементам множества Y. Рядом 

с каждой из дуг запишем зна-

чение ее функции принадлеж-

ности. Тем самым получим 

нечеткий граф рассматривае-

мого отображения (рис. 3.1). 

Что касается аналитиче-

ского способа представления 

данного нечеткого отноше-

ния, то поскольку отсутствует математическое выражение для запи-

си соответствующей функции принадлежности, использовать этот 

способ в данном случае не представляется возможным. 

Таблица 3.2. Нечеткое отображение 

для диагностики неисправности  

в автомобиле 

Причина 

неисправности 

y1 y2 y3 

x1 1 0,1 0,2 

x2 0,8 0,9 1 

x3 0,7 0,8 0,5 

x4 1 0,5 0,2 
 

 

Рис. 3.1. Нечеткий граф отображения 

(стрелки дуг, направленных от вершин хi    

к вершинам уj, для удобства не указаны) 
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Задание 3.1 

Модель «продукция / рынок», используемая в стратегическом 

бизнес-планировании и известная также под названием матрица 

«продукция / рынок», или «продукция / рыночная определенность», 

является классической моделью для разработки корпоративной стра-

тегии. Она представляет собой практический инструмент для плани-

рования выпускаемой продукции и рынков ее сбыта в зависимости от 

степени неопределенности перспектив продажи продукции или воз-

можностей проникновения конкретной продукции на тот или иной 

рынок. Эта матрица строится исходя из субъективных оценок мене-

джеров с учетом того обстоятельства, что гораздо проще продать 

имеющимся покупателям уже известную продукцию, чем совершенно 

новую или малоизвестную. При этом под продукцией понимаются как 

товары, так и оказываемые услуги. Исходя из практического опыта 

также известно, что продавать существующий ассортимент товаров 

или услуг категориям потребителей, близким к тем, которые уже при-

обретали их ранее, проще, чем осваивать совершенно новые рынки.  

Рассмотренные обстоятельства могут служить основой для за-

дания бинарного нечеткого отображения, заданного на базисных 

множествах Х = {х1, х2, х3} и Y = {у1, у2, у3}. При этом элементы ба-

зисных множеств имеют следующий содержательный смысл: х1 – 

имеющийся известный рынок, х2 – новый рынок, связанный с имею-

щимся, х3 – совершенно новый рынок, y1 – продукция, выпускаемая в 

настоящее время, y2 – новая продукция, связанная с выпускаемой, у3 – 

совершенно новая продукция. Функция принадлежности рассматри-

ваемого бинарного нечеткого отображения количественно описывает 

степень уверенности в успешной продаже различного типа продукции 

на том или ином рынке. При этом в стратегическом бизнес-

планировании используется следующее конкретное нечеткое отобра-

жение, записанное в форме списка: R = {(<x1, y1>, 0,9), (<х1, у2>, 0,6), 

(<x1, y3>, 0,3), (<x2, y1>, 0,6), (<x2, y2>, 0,4), (<x2, у3>, 0,2), (<x3, y1>, 0,3), 

(<x3, y2>. 0,2), (<x3, y3>, 0,1)}. Наиболее часто данная модель пред-

ставляется в форме табл. 3.3. 
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Таблица 3.3. Нечеткое отображение модели «Продукция / Рынок» 

Рынок 

сбыта 

Продукция, 

выпускаемая 

в настоящее время 

Новая продукция, 

связанная 

с выпускаемой 

Совершенно 

новая продукция 

Имеющийся  

известный рынок 

 

0,9 

 

0,6 

 

0,3 

Новый рынок, 

связанный  

с имеющимся 

 

0,6 

 

0,4 

 

0,2 

Совершенно  

новый рынок 

 

0,3 

 

0,2 

 

0,1 

 

По данным табл. 3.3 построить матрицу и граф нечеткого отоб-

ражения. 

Пример 3.3. Некоторая фирма предполагает начать выпуск но-

вого изделия. При этом возможны несколько альтернативных вариан-

тов 𝑃 = {𝑃𝑖: 𝑖 = 1, 𝐼̅̅ ̅̅ }. На рынок следует представить изделие, которое 

заинтересует большее число потребителей. 

Для оценки изделий эксперты компании разработали систему 

критериев 𝐶 = {𝑐𝑗: 𝑗 = 1, 𝐽̅̅ ̅̅ }, и было построено нечеткое отображение 

Г̃1: 𝑃 → 𝐶. Отображение будет нечетким, так как для нового изделия 

оценки критериального соответствия точно определены быть не могут. 

Если потенциальным потребителям 𝑋 = {𝑥𝑘: 𝑘 = 1, 𝐾̅̅ ̅̅ ̅} предло-

жить для оценки непосредственно новые изделия, то вполне возмож-

но, что эти оценки будут недостаточно объективными, например, из-

за консервативности предпочтений, неспособности оценить новый 

продукт. Поэтому более объективной будет оценка потенциальными 

потребителями критериев отбора, поскольку они будут в большей сте-

пени соответствовать пользовательским предпочтениям, т. е. будет по-

строено нечеткое отображение Г̃2: 𝑋 → 𝐶. 

Для того чтобы получить мнение потенциальных потребителей, 

надо построить композицию нечетких отображений Г̃1°Г̃2 = Г̃3: 𝑋 → 𝑃. 

Методы обработки полученного отображения для определения окон-

чательного решения будут представлены далее. 



66 

Рассмотрим варианты формального определения композиции 

нечеткого отображения. Пусть Г̃1 – нечеткое отображение Г̃1: 𝑋 → 𝑌 на 

𝑋 × 𝑌 и Г̃2: 𝑌 → 𝑍 на 𝑌 × 𝑍. Нечеткое отображение между Г̃3: 𝑋 → 𝑍, 

обозначаемое Г̃1°Г̃2, определенное через Г̃1 и Г̃2 соотношением  

μГ̃1,Г̃2(𝑥𝑖 , 𝑍𝑘) = max𝑖
min
𝑖
{μГ̃1(𝑥𝑖,  𝑦𝑗), μГ̃2(𝑦𝑗 ,  𝑧𝑘)}   (3.1)  

по всем k, называется «max-min» – композицией отображений Г̃1 и Г̃2. 

Аналогичным образом может быть построена и «min-max» – компо-

зиция отображений Г̃1 и Г̃2 

μГ̃1,Г̃2(𝑥𝑖 ,  𝑍𝑘) = max
𝑖
min
𝑗
{μГ̃1(𝑥𝑖, 𝑦𝑗),  μГ̃2(𝑦𝑗 , 𝑧𝑘)}.   (3.2) 

Поскольку формализацией операций max и min могут быть опе-

рации ∪ (объединение) и ∩ (пересечение) соответственно, то соотно-

шения (3.1) и (3.2) могут быть записаны в следующем виде: 

μГ̃1,Г̃2(𝑥𝑖 , 𝑍𝑘) = ⋃ {μГ̃1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) ∩ μГ̃2(𝑦𝑗 , 𝑧𝑘)𝑗𝑒[1,𝐽]̅̅ ̅̅ ̅̅ }𝑖 ,   (3.3)  

 μГ̃1,Г̃2(𝑥𝑖 , 𝑍𝑘) = ⋂ {μГ̃1(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∩ μГ̃2(𝑦𝑗 , 𝑧𝑘)𝑗𝑒[1,𝐽]̅̅ ̅̅ ̅̅ }𝑖 .   

Как следует из coотношения (3.3), для построения «max-min» – 

композиции надо построить пересечение (min) элементов первой 

строки матрицы, задающей отображение Г̃1, с элементами первого 

столбца матрицы столбцов матрицы  числу строк матрицы . Из-

вестна также и макси-мультипликативная композиция (max-mult), в 

которой операция пересечения заменяется умножением. Применение 

различных вариантов композиции нечетких отображений зависит от 

условий решения задачи и предпочтений лица, принимающего реше-

ние. В композиции «max-min» первоначально получаются наихудшие 

оценки, из которых затем выбирается лучшая; аналогичная ситуация 

имеет место для композиции «max-mult» с той лишь разницей, что 

здесь усиливается влияние минимального значения оценки. В компо-

зиции «min-max» первоначально ориентируются на наилучшие оцен-

ки, что характерно для оптимистической позиции, затем проявляется 

некоторая осторожность и в качестве окончательной оценки выбира-

ется худший вариант среди лучших. 

1

~
 2

~
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Задание 3.2 

По данным примера 3.3 построить композиции «min-max» и 

«max-mult». Сравнить полученные результаты. 

Задание 3.3 

Идентификация состояния здания. В результате каких-то воздей-

ствий (например, землетрясения) строительные конструкции получают 

различные повреждения. Пусть Y = {у1, y2, …, yl} – множество видов по-

тенциально возможных повреждений. Например, у1 – усталостное, или 

разрывное повреждение, у2 – пластическая деформация, y3 – нестабиль-

ность, y4 – прогрессирующее разрушение. Для этих повреждений может 

быть построено множество признаков  X = {х1, х2, ..., xk}. Например, x1 – 

много трещин, x2 – большие трещины, x3 – чрезмерная деформация. 

Пусть Z = {z1, z2, …, zm} – оценки возможного состояния соору-

жения, например, «состояние сильного повреждения». Не исключены 

ситуации, когда оценка потенциально возможного повреждения за-

труднена или невозможна, например, надо разбирать конструкцию, 

эксперты не могут попасть внутрь сооружения по соображениям без-

опасности. В то же время экспертам доступны некоторые признаки            

xi ∈ X. На основе профессиональных знаний эксперты могут указать 

соответствие между множествами X = {х1, х2, ..., xk} и Y = {у1, y2, …, yl}, 

т. е. задать отображение из X в . 

1

~


YX :Г

 

 z1 z2 z3 z4 

x1 0,3 0,6 0,1 0,7 

x2 0,9 0,5 1 0,5 

21

~~
  

 z1 z2 z3 z4 

y1 0,9 0 1 0,2 

y2 0,3 0,6 0 0,9 

y3 0,1 1 0 0,5 

 

2

~
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Однако точно оценить параметры этого отображения невозмож-

но и поэтому его следует рассматривать как нечеткое Г: .X Y  

Кроме того, эксперты могут задать и нечеткое отображение

: ,S Y Z  устанавливающее соответствие между потенциально воз-

можными повреждениями и общим состоянием сооружения. 

Поскольку эксперты могут оценить только признаки, то необхо-

димо установить соответствие между множеством признаков и мно-

жеством, характеризующим общее состояние сооружения, что можно 

сделать с помощью композиции Г S . 

Пусть, например, заданы отображение Г  (табл. 3.4) и отображе-

ние S  (табл. 3.5). 

 

Таблица 3.4. Нечеткое отображение повреждения – деформации 

Признаки 

повреждения 

Признаки деформации 

y1 – усталость 

и разрыв 

y2 – пласти-

ческая 

деформация 

у3 – неста-

бильность 

y4 – прогрес-

сирующее 

разрушение 

 

 

  

x1 – много трещин 0,9 0,2 0,4 0,4 

х2 –  большие  

трещины 0,8 0,3 0,7 0,8 

х3 –  чрезмерная  

деформация 0,3 0,8 0,9 0,7 
 

Таблица 3.5. Нечеткое отображение деформации – степень повреждения 

Признаки деформации Состояние сильного повреждения Z  

 

 

  

y1 0,4 

y2 0,3 

y3 0,8 

y4 1 

 

Используя приведенные выше данные, построить «min-max», 

«max-min» и «max-mult»-композиции нечетких отображений Г S , 

определить наиболее возможный уровень повреждения конструкции в 

зависимости от уровня выявленных трещин, сопоставить результаты 

различных композиций. 

Задание 3.4 

Рассмотрим типичную ситуацию, связанную с консалтингом в 

области выбора профессии для последующего обучения и получения 


~

S
~
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соответствующей специальности. С этой целью построим нечеткую 

модель, основанную на двух бинарных нечетких отображениях S  и T . 

Первое из этих нечетких отношений строится на двух базисных мно-

жествах Х и Y, а второе – на двух базисных множествах Y и Z. Здесь X 

описывает множество специальностей, по которым проводится набор 

на обучение, Y – множество психофизиологических характеристик, a 

Z – множество кандидатов на обучение. В интересуемом нас контек-

сте нечеткое отображение содержательно описывает психофизио-

логическое профилирование специальностей, а T  – психофизиологи-

ческое профилирование кандидатов на обучение. Для конкретности 

пусть Х = {х1, х2, х3, х4, х5}, Y = {y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8, y9, y10} и         

Z = {z1, z2, z3, z4, z5}. Элементы универсумов имеют следующий со-

держательный смысл: х1 – менеджер, х2 – программист, x3 – водитель, 

x4 – секретарь-референт, x5 – переводчик; у1 – быстрота и гибкость 

мышления, у2 – умение быстро принимать решения, у3 – устойчивость 

и концентрация внимания, у4 –зрительная память, у5 – быстрота реак-

ции, у6 – двигательная память, у7 – физическая выносливость, у8 – ко-

ординация движений, у9 – эмоционально-волевая устойчивость, у10 – 

ответственность; z1 – Петров, z2 – Иванов, z3 – Сидоров, z4 – Васильева,   

z5 – Григорьева. Конкретные значения функций принадлежности и рас-

сматриваемых нечетких отображений представлены в табл. 3.6 и 3.7. 

 

Таблица 3.6. Нечеткое отображение S  профилирования  

специальностей обучения 

S
~

Психофизиологическая  

характеристика 

Специальность 

Менеджер Программист Водитель Секретарь Переводчик 

Быстрота и гибкость 

мышления 0,9 0,8 0,3 0,5 0,7 

Умение быстро  

принимать решения 0,9 0,5 0,9 0,4 0,8 

Устойчивость  

и концентрация  

внимания 0,8 0,9 0,6 0,5 0,8 

Зрительная память 0,4 0,3 0,5 0,5 0,2 

Быстрота реакции 0,5 0,1 0,9 0,2 0,6 

Двигательная память 0,3 0,2 0,8 0,2 0,2 

Физическая  

выносливость 0,6 0,2 0,9 0,3 0,2 

Координация движений 0,2 0,2 0,8 0,3 0,3 

Эмоционально-волевая 

устойчивость 0,9 0,5 0,6 0,9 0,3 

Ответственность 0,8 0,5 0,3 0,8 0,2 
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Таблица 3.7. Нечеткое отображение T  профилирования кандидатов  

на обучение 

Психофизиологическая 

характеристика 
Петров Иванов Сидоров Васильева Григорьева 

Быстрота и гибкость 

мышления 0,9 0,8 0,7 0,9 1 

Умение быстро принимать 

решения 0,6 0,4 0,8 0,5 0,6 

Устойчивость  

и концентрация внимания 0,5 0,2 0,3 0,8 0,7 

Зрительная память 
0,5 0,9 0,5 0,8 0,4 

Быстрота реакции 1 0,6 0,5 0,7 0,4 

Двигательная память 0,4 0,5 1 0,7 0,8 

Физическая выносливость 0,5 0,8 0,9 0,5 0,4 

Координация движений 0,5 0,6 0,7 0,6 0,5 

Эмоционально-волевая 

устойчивость 0,8 1 0,2 0,5 0,6 

Ответственность 0,3 0,5 0,9 0,6 0,8 

 

Матрицы нечетких отображений S  и T . 

𝑀𝑠 = |
|

0.9 0.9 0.8 0.4 0.5 0.3 0.6 0.2 0.9 0.8
0.8 0.5 0.9 0.3 0.1 0.2 0.2 0.2 0.5 0.5
0.3 0.9 0.6 0.5 0.9 0.8 0.9 0.8 0.6 0.3
0.5 0.4 0.5 0.5 0.2 0.2 0.3 0.3 0.9 0.8
0.7 0.8 0.8 0.2 0.6 0.2 0.2 0.3 0.3 0.2

|
|, 

 

 𝑀𝑡 =

|

|

|

0.9 0.8 0.7 0.9 1
0.6 0.4 0.8 0.5 0.6
0.5 0.2 0.3 0.8 0.7
0.5 0.9 0.5 0.8 0.4
1 0.6 0.5 0.7 0.4
0.4 0.5 1 0.7 0.8
0.5 0.8 0.9 0.5 0.4
0.5 0.6 0.7 0.6 0.5
0.8 1 0.2 0.5 0.6
0.3 0.5 0.9 0.6 0.8

|

|

|

. 
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Рассматриваемые нечеткие отображения удовлетворяют фор-

мальным требованиям, необходимым для построения их нечеткой 

композиции, на основе которой можно будет определить, какой из кан-

дидатов наилучшим образом соответствует определенной профессии. 

Необходимо построить композицию нечетких отображений S  ° T . 
Задание 3.5 

Построить «min-max», «max-min» и «max-mult»-композиции не-

четких отображений S  и .T  Сравнить полученные результаты. 

Частным случаем отображения множеств является отображение 

множества самого на себя, и в этом случае говорят об отношении 

множеств. Нечеткие отношения, т. е. отображение нечеткого множе-

ства самого на себя, являющиеся частным случаем нечетких отобра-

жений, встречаются в большом количестве задач из различных при-

кладных областей. Поэтому целесообразно более подробно рассмот-

реть основные вопросы, связанные с применением и преобразования-

ми именно нечетких отношений. 

 

3.2. Нечеткие отношения 

Понятие нечеткого отношения наряду с понятием самого́ нечет-

кого множества следует отнести к фундаментальным основам всей 

теории нечетких множеств. На основе нечетких отношений определя-

ется целый ряд дополнительных понятий, используемых для построе-

ния нечетких моделей сложных систем. Нечеткое отношение обобща-

ет понятие обычного отношения и часто заменяется терминами «не-

четкая связь», «ассоциация», «взаимосвязь, или соотношение».  

Параметры различных систем могут быть связаны между собой 

различного рода отношениями. Выделение отношений осуществляет-

ся по заранее выбранному признаку. Если нас интересует влияние па-

раметра системы на ее производительность или качество выпускае-

мой продукции, то данная связь может быть описана различного вида 

отношениями: «влияет», «не влияет», «сильно влияет», «слабо влия-

ет» и т. д. Наиболее распространенная форма задания отношений – 

словесное описание. Общепринятая формализация отношений осу-

ществляется в соответствии со следующим определением: отношени-

ем R на множестве U называется подмножество R множества U, 

определяемое декартовым произведением. 
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Простейшими отношениями следует назвать такие, для которых 

можно четко указать, выполняются они или нет для элементов неко-

торых множеств Х1 и Х2. 

В тех случаях, когда связи между параметрами системы выра-

жены нечетко, целесообразно формализовать отношения в соответ-

ствии со следующим определением: если множество U конечно и не-

велико, нечеткое отношение R  удобно задавать в матричном виде.   

В этом случае матрица отношения представляет собой квадратную 

матрицу, строки и столбцы которой помечены элементами 𝑢 ∈ 𝑈, и на 

пересечении строки ui и столбца uj записано значение rij
 = μ

R̃
(ui, uj). 

Пример 3.4. Пусть U = {1, 3, 5, 7, 9}. Определим на множестве 

U нечеткое отношение R  «намного больше». Матрица такого отно-

шения может иметь следующий вид: 

Наглядностью обладает задание не-

четкого отношения в виде нечеткого графа 

�̃� = (�̃�, �̃�),  

где �̃� = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5} – множество 

вершин; 

 ( , ) ( , ) , ( , ) 0 ;i j i j i jR R
V u u u u u u     

(𝑈𝑖 , 𝑈𝑗) ∈ 𝑈 – множество нечетких дуг (рис. 3.2). Очевидно, что 

как и в случае нечетких множеств, обычное четкое отношение можно 

рассматривать как частный случай нечеткого отношения, функция 

принадлежности которого принимает два значения: 0 и 1. 

 
Рис. 3.2. Нечеткое отношение в виде нечетного графа 

 

 1 3 5 7 9 

1 0 0 0 0 0 

3 0.2 0 0 0 0 

5 0.1 0 0 0 0 

7 0.8 0.4 0 0 0 

9 1 0.8 0.5 0 0 
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Дадим некоторые определения, характеризующие нечеткие от-

ношения. Носителем нечеткого отношения �̃� на множестве U назы-

вают подмножество декартова произведения U  U вида 

Supp�̃� = {((ui, uj))/((ui, uj)) ϵ 𝑈 · 𝑈, μ�̃�(𝑢𝑖,  𝑢𝑗) > 0}. 

Носитель нечеткого отношения следует понимать как отноше-

ние на множестве U, связывающее все пары(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), для которых сте-

пень выполнения данного нечеткого отношения не равна нулю. 

Для нашего примера 

(u1, u3), (u1, u5), (u1, u7), (u1, u9), (u3, u5), (u3, u7), (u3, u9), (u5, u9). 

По аналогии с нечеткими множествами определяется и множе-

ство -уровня нечеткого отношения, т. е. 

𝑅α = {(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)ϵ 𝑈 · 𝑈,  μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) > α}. 

Обычным подмножеством α-уровня нечеткого отношения �̃� 

называется четкое (обычное) отношение 𝑅α такое, что 

𝑅α = {
1, если μ�̃�(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) ≥ α

0, если μ�̃�(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) < α
}. 

Очевидно, что из α1 ≤ α2 следует 𝑅α1 ≥ 𝑅α2. 

 

Теорема декомпозиции 

Любое нечеткое отношение �̃� можно представить в виде 

,R R


  0 < α < 1, где α × 𝑅α означает, что все элементы 𝑅β 

умножаются на α. 

Перейдем к рассмотрению операций над нечеткими отношения-

ми, некоторые из которых представляют собой аналоги операций над 

нечеткими множествами, а некоторые присущи только нечетким от-

ношениям: 

1. Пересечением �̃� ⋂ �̃�  нечетких отношений �̃� и �̃� на U  U 

называют нечеткое отношение, определяемое функцией принадлеж-

ности 

μ�̃�∩�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)˄μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = min𝑢𝑖𝑢𝑗𝜖𝑈{μ�̃�((𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗))}. 

Пример 3.5. На универсальном числовом множестве U = {1, 2, 

3, 4, 5} заданы нечеткие отношения �̃� и �̃�. Содержательный смысл 

отношения �̃� – «натуральное число x приближенно равно числу » 

представлен матрицей 

jx
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𝑀�̃� = ‖
‖

1 0.8 0.5 0.2 0
0.8 1 0.8 0.5 0.2
0.5 0.8 1 0.8 0.5
0.2 0.5 0.8 1 0.8
0 0.2 0.5 0.8 1

‖
‖. 

Отношения �̃� – «натуральное число x значительно превосходит 

натуральное число 𝑥𝑗» 

𝑀�̃� = ‖
‖

0 0 0 0 0
0.2 0 0 0 0
0.5 0.2 0 0 0
0.7 0.5 0.2 0 0
0.9 0.7 0.5 0.2 0

‖
‖,  

пересечение этих отношений 

𝑀�̃�∩�̃� = ‖
‖

0 0 0 0 0
0.2 0 0 0 0
0.5 0.2 0 0 0
0.2 0.5 0.2 0 0
0 0.2 0.5 0.2 0

‖
‖. 

Содержательно соответствует одновременному выполнению 

двух условий: «натуральное число x приближенно равно числу 𝑥𝑗» 

и «натуральное число 𝑥 значительно превосходит натуральное 

число 𝑥𝑗». 

2. Объединением нечетких отношений �̃� и �̃� на U  U называют 

нечеткое бинарное отношение �̃� ∪ �̃�, определяемое функцией при-

надлежности: 

μ�̃�∪�̃�(𝑢𝑖 ,  𝑢𝑗) = μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)˅ μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = max {μ�̃�(𝑢𝑖 ,  𝑢𝑗), μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), 0}. 

3. Разностью нечетких отношений �̃� и �̃� на U  U называют не-

четкое бинарное отношение Ω̃, определяемое функцией принадлеж-

ности: 

 
( , )

( , ) max ( , ) ( , ), 0 .
i j

i j i j i jP Q
u u U U

u u u u u u


  
       (3.4) 

В соотношении (3.4) под знаком max применяется обычная 

операция арифметической разности. Операция разности двух нечет-

ких множеств, определенная соотношением (3.4), по аналогии                 

с обычными множествами может также обозначаться знаком «/»           

Ω̃ = �̃�/�̃� . 
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Для приведенного выше примера 

𝑀Ω̃= ‖
‖

1 0.8 0.5 0.2 0
0.6 1 0.8 0.5 0
0 0.6 1 0.8 0
0 0 0.6 1 0
0 0 0 0.6 0

‖
‖,  

которая содержательно соответствует выполнению двух условий: 

««натуральное число x приближенно равно числу 𝑥𝑗» и «натуральное 

число  не превосходит значительно натуральное число 𝑥𝑗». 

Симметрической разностью нечетких отношений �̃� и �̃� на U  U 

называют нечеткое бинарное отношение θ̃ = �̃� ∸ �̃�, определяемое 

функцией принадлежности μθ̃(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = [μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) − μσ̃(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)]. 

Справедливо следующее соотношение: �̃� ∸ �̃� = (�̃�/�̃�) ∪ (�̃�/�̃�), т. е. 

симметрическая разность двух нечетких отношений равна объедине-

нию двух разностей нечетких отношений. 

4. Дополнением нечеткого отношения �̃�𝑈 × 𝑈 называют отно-

шение 𝑅 �̃̅� с функцией принадлежности μ�̃̅�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = 1 − μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗); 

 ∀𝑢𝑖, 𝑢𝑗 ϵ 𝑈 × 𝑈. 

5. Обратным отношением к отношению �̃� называют отношение 

�̃�−1 с функцией принадлежности  μ�̃�−1(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) = 1 − μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗); 

∀𝑢𝑖 , 𝑢𝑗 ϵ 𝑈 × 𝑈. 

Очевидно, что матрица М–1(�̃�) является транспонированной 

М(�̃�). 

Отношение �̃�1 включено в отношение �̃�, если множество пар, 

для которых выполняется отношение �̃�1, находится в множестве пар, 

для которых выполняется отношение �̃�. Так, например, отношение 

между параметрами Z1 и Z2, характеризуемое термином «много мень-

ше», включено в отношение, характеризуемое понятием «меньше». 

Отметим, что обратное утверждение может не выполняться. Тот факт, 

что отношение �̃�1 включено в отношение 𝑅,̃ обозначают следующим 

образом: �̃�1 ⊆ �̃�. 

Для нечетких отношений сохраняют свой смысл альтернатив-

ные и дополнительные операции над нечеткими множествами, описа-

ние которых приведено в [5]. 

x
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На этапе формализации качественной информации важную роль 

играют отношения эквивалентности, порядка и доминирования.                 

С помощью отношения эквивалентности могут выделяться классы 

свойств исследуемых объектов или систем, которые можно назвать в 

некотором смысле равноценными. Это отношение оказывается полез-

ным для выявления во множестве первичных терминов подмножества 

терминов-синонимов. Отношение эквивалентности может также ин-

терпретироваться как взаимозаменяемость. Отношение порядка опре-

деляет некоторый порядок расположения элементов множеств. Так, 

например, мы различаем понятия «раньше» и «позже» в случаях, ко-

гда элементами множества являются состояния динамической систе-

мы. Отношение доминирования имеет место, когда элементы некото-

рого множества в чем-то превосходят элементы другого. Так, побе-

дившая спортивная команда находится в отношении доминирования с 

побежденной. 

Для того чтобы установить характер отношения между элемен-

тами множеств, проверяют выполнение соответствующих свойств.               

В контексте нечеткого моделирования наибольший интерес представ-

ляют свойства нечетких бинарных отношений, которые обобщают из-

вестные свойства обычных отношений. К этим свойствам относятся 

рефлексивность, симметричность и транзитивность. 

Бинарное нечеткое �̃� = {μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, заданное 

на 𝑈 × 𝑈, обладает свойством рефлексивности, если выполняется ра-

венство μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖) = 1. Нетрудно видеть, что в матрице рефлексивно-

го нечеткого отношения �̃� все элементы главной диагонали равны 

единице. 

Бинарное нечеткое �̃� = { μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, заданное 

на 𝑈 × 𝑈, обладает свойством антирефлексивности, если выполняется 

равенство μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖) = 0. Нетрудно видеть, что в матрице рефлексив-

ного нечеткого отношения �̃� все элементы главной диагонали равны 

нулю. Очевидно, что дополнение рефлексивного отношения антире-

флексивно. 

Бинарное нечеткое �̃� = { μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, заданное 

на 𝑈 × 𝑈, называется симметричным, если для любой пары (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) 

выполняется равенство μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) = μ�̃�(𝑢𝑗 , 𝑢𝑖) для ∀(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) ϵ 𝑈 × 𝑈.  



77 

Заметим, что матрица симметричного нечеткого отношения 

симметрична относительно главной диагонали. 

Бинарное нечеткое �̃� = {μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, заданное 

на 𝑈 × 𝑈, называется асимметричным, если выполняется следующее 

условие: min{μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), (𝑢𝑗 , 𝑢𝑖)} = 0 для ∀(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) ϵ 𝑈 × 𝑈. Следует 

указать, что все элементы главной диагонали матрицы нечеткого 

асимметричного отношения равны нулю. Кроме того, один из двух            

(а может быть и оба) элементов, симметричных относительно главной 

диагонали, должен быть равен нулю. Асимметричным является отно-

шение «много больше». 

Бинарное нечеткое �̃� = {μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, заданное 

на 𝑈 × 𝑈, называется антисимметричным, если выполняется следую-

щее условие: min{μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), (𝑢𝑗 , 𝑢𝑖)} = 0 для ∀(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) ϵ 𝑈 × 𝑈, при-

чем 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗. 

Бинарное нечеткое �̃� = {μ(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) (𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)⁄ } отношение, задан-

ное на 𝑈 × 𝑈, называется транзитивным (max-min транзитив-

ность), если выполняется следующее условие: μQ(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ≥

≥ max𝑥𝑖𝑒𝑈{min[μ𝑄(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), μ𝑄(𝑢𝑗 , 𝑢𝑘)]} для ∀(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗) ϵ 𝑈 × 𝑈. 

Отношение эквивалентности обладает свойствами рефлексивно-

сти, симметричности и транзитивности. Данное отношение использу-

ется для формализации понятий типа «похоже на», «подобен» и т. п. 

В понятиях типа «похоже на», «подобен» выделяют свойства симмет-

ричности. Нечеткое отношение неэквивалентности двойственно не-

четкому отношению эквивалентности, т. е. эти отношения могут быть 

получены друг из друга с помощью операции дополнения. Если для 

нечеткого отношения эквивалентности задана функция принадлежно-

сти μ�̃�(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗), то функция принадлежности нечеткого отношения не-

эквивалентности 
НЭ Э

( , ) 1 ( , ), ( , ) .R i j i j i jR
u u u u u u U U       

Нечеткое отношение неэквивалентности антирефлексивно, сим-

метрично и min-max транзитивно, т. е. в определении свойства тран-

зитивности надо поменять местами операции max и min. 

Нечеткое отношение сходства характеризуется рефлексивно-

стью и симметричностью, но не требует транзитивности. Нечеткое 

отношение различия (несходства), двойственное нечеткому отноше-

нию сходства 
НC C

( , ) 1 ( , ), ( , ) ,i j i j i jR R
u u u u u u U U       антирефлек-
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сивно и симметрично. Графы отношений сходства и эквивалентности 

приведены на рис. 3.3.  

                

а)                                                                        б) 

Рис. 3.3. Графы нечетких отношений сходства (а) и эквивалентности (б) 

 

Отношение доминирования характеризуется свойствами анти-

рефлексивности и асимметричности. Частным случаем отношения 

доминирования является отношение порядка, для которого дополни-

тельно выполняется свойство транзитивности. 

 

3.3. Композиция нечетких отношений 

Поскольку нечеткие отношения могут быть заданы в матричной 

форме, то, как это следует из определения нечеткого отношения, со-

ответствующая матрица имеет квадратную форму. В теории матриц 

определена операция умножения квадратных матриц 

𝐶 = 𝐴 · 𝐵, 𝑐𝑖𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑘
𝑛
𝑗−1 ,    (3.5) 

на основе которой может быть построено несколько вариантов ком-

позиции нечетких отношений. 

Максиминное произведение нечетких отношений �̃�1 и �̃�2, кото-

рые определены на множестве U, обозначается �̃�1 ° �̃�2 и задается 

функцией принадлежности μ�̃�1,�̃�2(𝑢1, 𝑢2), вычисляемой следующим 

образом: 

μ�̃�1, �̃�2(𝑢1, 𝑢2) = Sup{min(μ𝑅1̃(𝑢1, 𝑧), μ𝑅1̃(𝑧, 𝑢2))},   (3.6) 

где μ𝑅1̃, μ𝑅2̃ – функции принадлежности нечетких отношений �̃�1 и �̃�2 

соответственно. 
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Например, пусть заданы два универсальных множества U1 = U2 = 

= (1, 2, 3). На множестве U1  U2 определены нечеткие отношения 

𝑅1 = [
1 0.8 0.4
0.8 1 0.8
0.4 0.8 1

] ; 𝑅2 = [
0 0.3 0.7
0.3 0 0.3
0.7 0.3 0

]. 

Так как нечеткие отношения заданы в матричном виде, то мак-

симинное произведение в данном случае представляет собой опера-

цию, аналогичную умножению матриц, но вместо арифметических 

операций умножения и сложения используют операции нахождения 

минимального (/\ – пересечение) и максимального (\/ – объединение) 

элементов соответственно и с учетом (3.5) соотношение (3.6) может 

быть записано следующим образом: 

μ�̃�1,�̃�2(𝑢𝑖𝑘) = ⋃ μ�̃�1(𝑢𝑖𝑗) ∩ μ�̃�2(𝑢𝑗𝑘)
𝑛
𝑗−1 .  

Для приведенного примера максиминное произведение имеет вид 

�̃�1°�̃�2 = [
0.4 0.3 0.7
0.7 0.3 0.7
0.7 0.3 0.4

]. 

Минимаксное произведение нечетких отношений �̃�1 и �̃�2 на 

множестве U определяется функцией принадлежности, вычисляемой 

по соотношению 

μ�̃�1°�̃�2(𝑢1, 𝑢2) = inf {max(μ𝑅1(𝑢1, 𝑧), μ𝑅1(𝑧, 𝑢2))} или 

μ�̃�1°�̃�2(𝑢𝑖𝑘) = ⋂ μ�̃�1(𝑢𝑖𝑗) ∪ μ�̃�2(𝑢𝑗𝑘)
𝑛
𝑗−1 . 

Минимаксное произведение представляет собой операцию, ана-

логичную операции умножения матриц, но вместо арифметических 

операций умножения и сложения используются операции /\ и \/. 

Например, для предыдущего примера минимаксное произведение в 

матричном виде равно 

𝑅1°𝑅2 = [
0.7 0.4 1
0.8 0.8 0.8
0.4 0.4 0.7

]. 

Максимультипликативное произведение нечетких отноше-

ний �̃�1и �̃�2, заданных на множестве U, определяется функцией при-

надлежности 

μ𝑅1°𝑅2(𝑢1, 𝑢2) = sup{(μ𝑅1(𝑢1, 𝑧), μ𝑅1(𝑧, 𝑢2))}, 

μ�̃�1°�̃�2(𝑢𝑖𝑘) = ⋃ μ�̃�1(𝑢𝑖𝑗)μ�̃�2(𝑢𝑗𝑘)
𝑛
𝑗−1 . 
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Для исходных данных примера максимультипликативное произ-

ведение нечетких отношений равно 

[
0,28 0,3 0.7
0,56 0,24 0,56
0,7 0,3 0,28

]. 

Следует отметить, что различные композиции нечетких отно-
шений могут сохранять или не сохранять свойства исходных отноше-
ний. Так, если исходные отношения рефлексивны и симметричны, то 
композиции max-min и max-mult сохраняют оба свойства, а компози-
ция min-max – нет. Если исходные нечеткие отношения антирефлек-
сивны, то это свойство сохраняет только композиция min-max. Выбор 
той или иной композиции при решении практических задач определя-
ется требованиями, которым должно удовлетворять решение задачи. 
Поэтому в каждом конкретном случае данный вопрос требует особого 
рассмотрения. Более подробное рассмотрение нечетких отношений 
приведено в [5]. 

Задание 3.6 
Определить, какими свойствами обладают нечеткие отношения, 

заданные матрицами: 

𝑀�̃� = ‖
‖

1 0.8 0.5 0.2 0
0.8 1 0.8 0.5 0.2
0.5 0.8 1 0.8 0.5
0.2 0.5 0.8 1 0.8
0 0.2 0.5 0.8 1

‖
‖, 

𝑀Ω̃ = ‖
‖

1 0.8 0.5 0.2 0
0.6 1 0.8 0.5 0.2
0 0.6 1 0.8 0.5 0.6
0 0 0.6 1 0.8
0 0 0 0.6 1

‖
‖. 

Задание 3.7 
Для нечетких отношений, заданных матрицами (задание 3.6), по-

строить композиции min-max, max-min, max-mult. Определить, какими 
свойствами будут обладать новые нечеткие отношения. 

 

4. ОСНОВЫ НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКИ 

 
Алгебра логики (булева алгебра) – это раздел математики, воз-

никший в XIX веке благодаря усилиям английского математика           
Дж. Буля. Поначалу булева алгебра не имела никакого практического 
значения. Однако уже в XX веке ее положения нашли применение в 
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описании функционирования и разработке различных электронных 
схем. Законы и аппарат алгебры логики стали использоваться при 
проектировании различных частей компьютеров (память, процессор), 
хотя это не единственная сфера применения данной науки. 

Алгебра логики изучает методы установления истинности или 

ложности сложных логических высказываний с помощью алгебраиче-

ских методов. 

Булева алгебра делает это таким образом, что сложное логиче-

ское высказывание описывается функцией, результатом вычисления 

которой может быть либо истина, либо ложь (1 либо 0). При этом ар-

гументы функции (простые высказывания) также могут иметь только 

два значения: 0 либо 1. Классическая булевская логика, оперирующая 

только понятиями «истина» или «ложь», по существу сводит реаль-

ный мир к «черно-белому» представлению и игнорирует проблему 

неопределенности в человеческих суждениях. 

Для того чтобы получить возможность отражать эту неопреде-

ленность, необходима логическая система, в которой, кроме понятий 

«истина» или «ложь», можно было бы использовать и некоторые до-

полнительные значения истинности. Одним из первых такую систему 

предложил польский математик Ян Лукасевич. В логике Лукасевича 

использовались три значения истинности: «0 – ложь», «1 – истина», 

«0,5 – возможно». В качестве высказываний с истинностным значени-

ем «возможно» могут выступать и такие, которые относятся к буду-

щим моментам времени. Техническая реализация логики Лукасевича 

затрудняется отсутствием в настоящее время электронных компонент 

с тремя устойчивыми состояниями. Как известно, основой современ-

ных компьютеров является триггер-элемент с двумя устойчивыми со-

стояниями. 

Л. Заде наряду с понятием нечеткого множества предложил 

обобщение классической логики на основе бесконечного множества 

значений истинности. В предложенном Л. Заде варианте нечеткой ло-

гики множество истинностных значений расширяется до интервала 

[0, 1], что позволяет присваивать высказыванию любое значение ис-

тинности. Соответствующее численное значение будет количествен-

ной оценкой степени истинности высказывания, относительно кото-

рого нельзя с полной уверенностью делать заключение о его истинно-

сти или ложности. 
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Для задания нечеткой истинности Л. Заде предложил следую-

щие функции принадлежности термов «истинно» и «ложно»: 

μистинно(𝑢)

{
 
 

 
 
0,   0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑎,                                 

2 (
𝑢 − 𝑎

1 − 𝑎
)
2

, 𝑎 < 𝑢 <
𝑎 + 1

2
,       

1 − 2 (
𝑢 − 1

1 − 𝑎
)
2

,  
𝑎 + 1

2
< 𝑢 ≤ 1.

 

 

μложно(𝑢) = μистинно(1 − 𝑢), 

 

где a ∈ [0, 1] – параметр, определяющий носители нечетких множеств 

«истинно» и «ложно». Для нечеткого множества «истинно» носите-

лем будет интервал [a, 1], а для нечеткого множества «ложно» – [0, a]. 

Возможные варианты функции принадлежности нечетких тер-

мов «истинно» и «ложно» изображены на рис. 4.1. Они построены 

при значении параметра а = 0,4. Как видно, графики функций принад-

лежности термов «истинно» и «ложно» представляют собой зеркаль-

ные отображения. 

 

Рис. 4.1.Функции принадлежности нечетких термов 

 

В отличие от классической булевской логики в нечеткой воз-

можны различные уровни истинности или ложности логического вы-

сказывания, для задания которых используются логические модифи-

каторы. Модификаторы «более – менее» и «очень» часто применяют к 
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нечеткими множествами «истинно» и «ложно», получая таким обра-

зом новые термы «очень ложно», «более – менее ложно», «более – 

менее истинно», «очень истинно», «очень, очень истинно», «очень, 

очень ложно» и т. п. Функции принадлежности новых термов полу-

чают, выполняя операции концентрации и размытия нечетких мно-

жеств «истинно» и «ложно». Тогда функции принадлежности термов 

«очень, очень ложно», «очень ложно», «более – менее ложно», «более – 

менее истинно», «истинно», «очень истинно» и «очень, очень истин-

но» задаются следующим образом (рис. 4.2): 

μочень ложно = (μложно = (𝑢))
2, 

μочень, очень ложно = (μочень ложно(𝑢))
2, 

μболее−менее истинно(𝑢) = (μистинно(𝑢))
1

2, 

μочень истинно(u) =  (μистинно(𝑢))
2. 

 
Рис. 4.2. Функции принадлежности нечетких термов  

и их модификации 

 

4.1. Основные операции над нечеткими логическими переменными 

Обозначим нечеткие логические переменные через �̃� и �̃�, а 

функции принадлежности, задающие истинностные значения этих 

переменных, через μÃ (𝑢) и μ�̃�(𝑢), 𝑢 ϵ [0, 1]. Для нечетких логических 

переменных, также как и для булевских, определены операции 

конъюнкции (И), дизъюнкции (ИЛИ), отрицания или дополнения 
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(НЕ). Отличие заключается в том, что для операций для нечетких 

логических переменных не используются таблицы истинности, так 

как значения истинности логических переменных и операций над 

ними только в предельных случаях принимают значения 0 или 1.          

В общем случае это может быть любое значение из отрезка [0, 1]. 

Нечеткие логические операции конъюнкции (И), дизъюнкции (ИЛИ), 

логического отрицания (НЕ) выполняются по следующим правилам: 

μ�̃�∩�̃�(𝑢) = min(μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢));    (4.1)  

μ�̃�˅�̃�(𝑢) = max (μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢);    (4.2) 

μ�̅�(𝑢) = 1 − μ�̃�(𝑢).     (4.3) 

Легко проверить, что для крайних случаев, когда значения пе-

ременных исключительно 1 или 0, приведенные выше функции дают 

таблицы истинности операций классической логики. 

Для нечетких логических операций по аналогии с операциями 

над нечеткими множествами справедливы и альтернативные формулы 

[5]. Нечеткие подмножества некоторого универсального множества 

относительно операций объединения, пересечения и дополнения, 

определенных соотношениями (4.1) – (4.3), удовлетворяют следую-

щим свойствам: 

1. Идемпотентность 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐴 ≠ 0 при 𝐴 ≠ 0. 

2. Коммутативность 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴. 

3. Ассоциативность (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶), (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶 =  

= 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶). 

4. Дистрибутивность 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶),            

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∪ 𝐶). 

5. Поглощаемость 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐴) = 𝐴. Это свойство можно запи-

сать в другой форме, а именно: max(μ𝐴, min(μA, μB)) = μA. 

6. Единственность обратного �̿� = 𝐴. 

7. Правила Моргана (𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = �̅� ∩ �̅�, (𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = �̅� ∪ �̅�. 

Необходимо отметить, что для нечетких логических операций 

не выполняется имеющий место в булевской логике принцип исклю-

чения третьего, т. е. ( ) ,А А     при A   , ( ) ,А А U    где U – 

универсальное множество. 

В классической логике большое значение имеет операция «ло-

гическое следование (импликация)», которая связывает два логиче-
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ских выражения с помощью условного высказывания «если..., то…». 

Кроме того, при построении высказывания могут использоваться вы-

ражения «из... следует», «... влечет». Импликацию принято обозна-

чать A → B. В классической логике справедливо соотношение 

 и соответствующая таблица ис-

тинности, приведенная ниже.  

Нечеткая импликация нечетких выска-

зываний A и B обозначается A → B. Это би-

нарная логическая операция, результат кото-

рой является нечетким высказыванием «из A 

следует B», «если A, то B». В отличие от клас-

сической импликации известно большое число формул для вычисле-

ния значения истинности нечеткой импликации [5, 9]. Большое ко-

личество работ по изучению различных вариантов нечеткой импли-

кации обусловлено тем, что понятие нечеткой импликации призна-

но ключевым при нечетких выводах и принятии решений в нечет-

ких условиях. Наиболее часто используются классическая имплика-

ция Л. Заде, которая остается справедливой в случае обычных вы-

сказываний:  

�̃�  ⇒ �̃� = max{min[μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢)], 1 − μ�̃�(𝑢)}; 

классическая нечеткая импликация для случая μ�̃�(𝑢) ≥ μ�̃�(𝑢); 

�̃�  ⇒ �̃� = max{μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢)},max {1 − μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢)}; 

нечеткая импликация И. Мамдани: �̃�  ⇒ �̃� = min{μ�̃�(𝑢), μ�̃�(𝑢)}; 

нечеткая импликация Я. Лукасевича: �̃�  ⇒ �̃� = min{1,1 − μ�̃�(𝑢) +

+μ�̃�(𝑢)}. 

Хотя указанные варианты импликации находят наибольшее 

применение при решении прикладных задач, остальные способы вы-

числения нечеткой импликации в отдельных ситуациях оказываются 

более эффективными с вычислительной точки зрения [9]. Необходимо 

также отметить, что импликация Мамдани удобна тем, что она сохра-

няет вид функции принадлежности и позволяет выделить каждое пре-

образование и процесс его построения даже из информации в таблич-

ной форме (рис. 4.3). 

ВАВА  Таблица истинности 
A B F=𝐴 → 𝐵 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 
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Рис. 4.3. Импликация Мамдани 

 

Среди недостатков этого правила можно отметить коммутатив-

ность, отсутствие разницы между выражениями типа (A ∩ B)→C и 

A→(B→C), невозможность использовать связку «ИЛИ» вместо «И» 

при интерпретации связки «ИНАЧЕ» для получения протокола при-

менения правил: правило 1, иначе правило 2, иначе... Другие правила 

лишены этого недостатка за счет того, что каждому правилу нельзя 

сопоставить его область влияния. Например, арифметические связки в 

импликации Лукасевича �̃�  ⇒ �̃� = min{1,1 − μ�̃�(𝑢) + μ�̃�(𝑢)} приво-

дят к получению новых значений функции принадлежности, что тре-

бует выполнения аппроксимации (рис. 4.4). 

  
 Рис. 4.4. Импликация Лукасевича 
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Правило �̃�  ⇒ �̃� = max{μ�̃�(𝑢),  μ�̃�(𝑢)},max {1 − μ�̃�(𝑢),  μ�̃�(𝑢)} 

лишено всех указанных недостатков и является наиболее «человече-

ским» по природе, так как, если предпосылка А дает следствие B, то 

предпосылка А, близкая к А, дает следствие B1, близкое к B [5]. Это 

свойство особенно важно для систем с участием «человеческого 

фактора», где все ситуации не могут быть заданы с помощью набора 

правил. 

Нечеткая импликация играет важную роль в процессе нечетких 

логических рассуждений. Так же как и в математической логике, пер-

вый ее операнд (нечеткое высказывание) называется посылкой, или 

антецедентом, а второй – заключением, или консеквентом. 

Отметим, что операции над нечеткими логическими перемен-

ными могут быть реализованы на компьютерах с архитектурой фон 

Неймана. Кроме того, известны способы реализации операций нечет-

кой логики с помощью достаточно простых аналоговых электронных 

схем [21]. 

 

4.2. Нечеткие выводы 

В системах нечеткого вывода условия и заключения формули-

руются в виде нечетких высказываний относительно тех или иных 

лингвистических переменных. Поскольку понятие нечеткого лингви-

стического высказывания имеет фундаментальное значение для си-

стем нечеткого вывода, необходимо определить это понятие. 

Нечеткими высказываниями назовем высказывания следующего 

вида: 

1) высказывание <β есть α>, где β – наименование лингвистиче-

ской переменной, представляющей некоторый объект или параметр 

реальной действительности, относительно которой высказывается 

утверждение α, являющееся ее нечеткой оценкой (например, «риск 

большой»); 

2) высказывания вида <β есть mα>, <β есть Qα>, <Qβ есть mα>, 

<mβ есть Qα>, при этом m называется модификатором (ему соответ-

ствуют такие слова, как ОЧЕНЬ, БОЛЕЕ ИЛИ МЕНЕЕ, НЕЗНАЧИ-

ТЕЛЬНЫЙ, СРЕДНИЙ и др.), Q – квантификатором (ему соответ-

ствуют слова типа БОЛЬШИНСТВО, МНОГО, НЕСКОЛЬКО, ОЧЕНЬ 

МАЛО и др.); 
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3) высказывания, образованные из высказываний 1-го и 2-го ви-

дов и союзов И, ИЛИ, ЕСЛИ…, ТО…, ЕСЛИ…, ТО…, ИНАЧЕ…. 

Необходимо отметить, что отождествление данных союзов с ло-

гическими операциями конъюнкции, дизъюнкции, отрицания и им-

пликации в строгом смысле возможно только при предварительном 

рассмотрении вопроса коммутативности, ассоциативности и дистри-

бутивности высказываний, образующих предложения. Нечеткое вы-

сказывание 3-го вида, представляющее частный случай нечеткой про-

дукции, назовем нечетким условным высказыванием. Некоторое со-

гласованное множество отдельных нечетких условных высказываний 

можно рассматривать как систему нечетких правил вывода. Базы пра-

вил нечеткой логики подобно традиционным экспертным системам 

основываются на базе знаний, построенной на основе человеческого 

опыта. В то же время отмечаются существенные отличия в обработке 

и характеристиках этих знаний. 

Основная задача нечеткого вывода заключается в том, чтобы на 

основе некоторых нечетких высказываний с известной степенью ис-

тинности, которые находятся в условной части правил вывода, оце-

нить степень истинности других нечетких высказываний, являющих-

ся заключением (следствием) данного правила. 

Нетрудно заметить, что взаимосвязь между условием и заклю-

чением в нечетком условном высказывании в общем случае представ-

ляет собой некоторое бинарное соответствие на декартовом произве-

дении универсальных множеств соответствующих высказываний. 

Пусть нечеткое множество интерпретируется как условие некоторого 

нечеткого условного высказывания  ( ) ,
А

А х  x X , а нечеткое 

множество  ( )
B

B y  , y Y  как заключение этого же высказыва-

ния. При этом универсальные множества X и Y будем рассматривать 

как подмножества универсального множества U. Для подавляющего 

большинства практических задач с достаточной степенью строгости 

нечеткое условное высказывание можно рассматривать как нечеткую 

импликацию. Тогда задача обработки нечеткого условного высказы-

вания сводится к задаче обработки нечеткой импликации по одной из 

известных формул. 
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4.3. Процесс нечеткого условного вывода 

Системы нечеткого вывода предназначены для преобразования 

значений входных переменных процесса управления в выходные 

переменные на основе использования правил нечеткого условного 

вывода. 

Информация, которая поступает на вход системы нечеткого 

вывода, может быть получена в различной форме. В системах 

управления – это измеренные некоторым образом входные переменные, 

соответствующие реальным переменным процесса управления. На 

выходе системы нечеткого вывода должны быть сформированы 

выходные переменные, соответствующие управляющим переменным 

процесса управления. 

Получение заключений в системах нечеткого вывода базируется 

на разделении процесса вывода на 

ряд последовательных этапов, 

реализация которых выполняется 

на основе рассмотренных ранее 

основных положений нечеткой 

логики (рис. 4.5). 

Основной компонентой, ко-

торая во многом определяет по-

лучаемое качество управления 

(принятия решения), будет база 

знаний системы нечеткого услов-

ного вывода, которая представля-

ет собой множество согласован-

ных правил нечеткого условного 

вывода. Процесс построения базы 

знаний должен рассматриваться 

отдельно. Здесь же отметим толь-

ко основные условия, которые 

должны быть выполнены при ее 

построении: правила, образующие 

базу знаний системы, не должны быть противоречивыми; система 

правил должна быть полной и неизбыточной. 

Непротиворечивость системы правил означает, что в ней не 

должны присутствовать правила, в которых одинаковым нечетким 

 

Рис. 4.5. Последовательность  

нечеткого условного вывода 
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высказываниям в условной части соответствуют различные или взаи-

моисключающие нечеткие выводы. Степень непротиворечивости i-го 

и k-го правил «если Ai(k), то Bi(k)» можно задавать величиной  

max( ( ) ( )) max( ( ) ( )) .
i k i kik A A B B

x y
C x x y y       

Суммируя по k, получаем оценку непротиворечивости i-го пра-

вила в системе 
1

,1 , .
N

i ik
k

C C i N k i


     Если эта оценка превосходит 

некоторое пороговое значение, то правило из системы удаляется. 

Полнота базы нечетких правил обеспечивается выполнением 

следующих условий: 

– существует хотя бы одно правило для каждого базового терма 

выходной переменной; 

– для любого терма входной переменной имеется хотя бы одно 

правило, в которое этот терм входит в качестве предпосылки. 

Наиболее часто требование полноты для системы «если Аi, то Вi», 

i = 1, 2, ..., n, сводится к 
1

Supp
N

i
i

Х A


 , где Supp Ai – носитель нечет-

кого множества Ai.  

Содержательно это означает, что для каждого текущего состоя-

ния х процесса существует хотя бы одно управляющее правило, по-

сылка которого имеет ненулевую степень принадлежности для х. В 

противном случае база правил считается неполной. Методы построе-

ния базы правил систем нечеткого условного вывода в целом анало-

гичны методам построения баз продукционных правил для эксперт-

ных систем. 

Фаззификация. Цель этапа фаззификации – установление соот-

ветствия между текущим (обычно числовым) значением конкретной 

входной переменной системы нечеткого вывода и ее соответствую-

щим лингвистическим значением, представленным функцией принад-

лежности. 

До начала этапа фаззификации определяются области определе-

ния всех входных переменных D (xi), где xi ∈ D (xi) – входная пере-

менная системы, являющихся по сути универсальными множествами, 

на которых будут определяться лингвистические значения и соответ-

ствующие им нечеткие множества. 
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В общем случае входной переменной 𝑥𝑖 ϵ 𝐷(𝑥𝑖) может быть по-

ставлено в соответствие терм-множество лингвистических значений 

𝑇𝑥 = {τ𝑗 ≔ 1, 𝐽𝑥̅̅ ̅̅ ̅}, множество имен лингвистической переменной   

𝐿𝑥𝑗 = {𝑙𝑗; 𝑗 = 1, 𝐽𝑥𝑗
̅̅ ̅̅ ̅̅  и соответствующие нечеткие множества                      

�̃� = {μ𝑙𝑗(𝑥𝑖)/𝑥𝑖 ϵ 𝐷(𝑥𝑖): 𝑗 = 1, 𝐽𝑥𝑖}
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, где 𝐽𝑥𝑖 – число лингвистических 

значений входной переменной 𝑋𝑖. Формально процедура фаззифика-

ции состоит в проверке выполнения условий «α есть β», содержащих-

ся в правилах условного нечеткого вывода, находящихся в базе зна-

ний системы. Просто и наглядно ее можно представить в графической 

форме (рис. 4.6). 

 

Рис. 4.6. Процедура фаззификации 

 

Процедуру фаззификации можно проиллюстрировать и другим 

рисунком (рис. 4.7). 

 

Рис. 4.7. Фаззификация 
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Отличие метода, представленного на рис. 4.7, состоит в том, что 

значения аргументов соответствующих функций принадлежности 

находятся в диапазоне [0, 1]. Значение функции принадлежности 

можно интерпретировать как оценку истинности выполнения нечет-

кого высказывания, поэтому в данном случае (см. рис. 4.6) истин-

ность высказывания <xi есть lj> больше истинности высказывания           

<xi есть lj+1>, μ𝑗(α𝑡) > μ𝑙𝑗−1. Таким образом, при фаззификации воз-

можно получение двух результатов, что определяет возможность ис-

пользования нескольких правил нечеткого условного вывода при по-

лучении окончательного заключения. Поэтому при построении систе-

мы должно быть принято решение, как будут применяться результаты 

фаззификации: использоваться один результат или оба. 

Процесс фаззификации для конкретной входной переменной 

считается законченным, когда будут проверены все соответствующие 

ей возможные лингвистические значения. Однако в этом нет необхо-

димости, так как если соблюдаются правила построения исходных 

функций принадлежности, то текущее значение входной переменной 

может идентифицироваться только с двумя соседними лингвистиче-

скими значениями. 

Определение подходящего правила. Для выработки заключе-

ния в базе знаний системы необходимо выбрать те правила условного 

нечеткого вывода, у которых в условной части содержатся высказы-

вания, где присутствует входная переменная с установленным в про-

цессе фаззификации лингвистическим значением. В зависимости от 

того, какое соглашение принято относительно использования резуль-

татов фаззификации, будет выбрано различное число правил вывода, 

которые потенциально могут рассматриваться как подходящие для 

получения заключения. Необходимо отметить, что задача поиска пра-

вил имеет самостоятельное значение, так как эффективность алгорит-

ма поиска непосредственно скажется на эффективности всей системы 

в целом. Особенно важно время поиска правил для нечетких систем 

управления техническими объектами, когда задача управления реша-

ется в реальном масштабе времени, и время, отводимое на выработку 

управляющего воздействия, ограничено условиями динамики управ-

ляемого процесса. 

В зависимости от конкретной задачи условная часть правил не-

четкого вывода может иметь вид простых нечетких высказываний ви-
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да 1 (см. п. 4.2) или сложных высказываний вида 3. В первом случае 

сразу выполняется вычисление импликации по одной из известных 

заранее выбранных формул. Во втором случае составное высказыва-

ние подвергается агрегированию с использованием нечеткой конъ-

юнкции для связки «И», нечеткой дизъюнкции для «ИЛИ», кроме то-

го, может использоваться нечеткое дополнение для «НЕ». В результа-

те сложное высказывание вида 3 преобразуется в эквивалентное про-

стое вида 1 с соответствующим значением истинности. 

Формирование заключения (вывода) состоит в вычислении не-

четкой импликации по выбранной формуле. В результате получается 

нечеткое множество, представляющее множество возможных реше-

ний (выводов), соответствующих данному правилу. Как уже отмеча-

лось, возможно выполнение нескольких правил нечеткого вывода, то-

гда интегральный вывод будет получен как композиция выводов от-

дельных правил. 

Дефаззификация. Дефаззификация в системах нечеткого выво-

да представляет собой процедуру нахождения единственного решения 

на множестве допустимых, полученном после обработки правил не-

четкого вывода. 

Применяемые в современных сиcтемах управления устройства и 

механизмы способны воспринимать команды управления в форме ко-

личественных значений соответствующих управляющих переменных. 

Именно по этой причине необходимо преобразовать нечеткие множе-

ства в некоторые конкретные количественные значения переменных 

(crisp value). Поэтому дефаззификацию называют также приведением 

к четкости. Для выполнения дефаззификации используют различные 

методы, выбор которых во многом определяется видом функций при-

надлежности нечетких множеств, представляющих результат обра-

ботки правил нечеткого условного вывода. 

Для унимодальных функций принадлежности используется ме-

тод максимума, когда результат дефаззификации определяется по мак-

симуму функции принадлежности (рис. 4.8, а), для трапецеидальных 

функций результат определяется по середине верхнего основания. 

Возможно также использование оценки Чью-Парка [7] z* = (a1 (i, j) +        

+ a2 (i, j) + a3 (i, j) + a4 (i, j))/4 + w (a2 (i, j) + a3 (i, j))/2, 0 ≤ w ≤ 1, где          

a1 (i, j), a4 (i, j), a2 (i, j), a3 (i, j)) – координаты нижнего и верхнего осно-

ваний трапецеидальной функции принадлежности; при симметричной 

трапецеидальной функции принадлежности параметр w = 1. 
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а)                                                        б) 

Рис. 4.8. Дефаззификация по максимуму 

 

Если полученная функция принадлежности не является унимо-

дальной (рис. 4.8, б), то для дефаззификации используют метод лево-

го (LM, Left Most Maximum) или правого (RM, Right Most Maximum) 

модального значения (рис. 4.9, а, б). 

   

а)                                                                   б)  

Рис. 4.9. Дефаззфикация по левому (а) и правому (б) модальному значению 

В случае левого модального значения в качестве значения вы-

ходной переменной выбирается наименьшая (левая) координата мак-

симума функции принадлежности, в случае правого модального зна-

чения – наибольшая (правая) координата максимума функции при-

надлежности. 

Метод центра площади. Искомое значение z* рассчитывается 

из уравнения 

∫ μ(𝑍)𝑑𝑧 = ∫ μ(𝑍)𝑑𝑧
max𝑍

∗

∗

min𝑍
. 

Иными словами, определяется абсцисса прямой, делящей пло-

щадь по кривой функции принадлежности на две равные части. Метод 

центра площадей неудобен при реализации, не может быть использо-

ван, если функция принадлежности задана дискретными значениями, и 

считается неоднозначным, так как возможно построение нескольких 

прямых (биссектрис площади), делящих площадь на равные части. 
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Метод центра тяжести. Идея этого метода состоит в том, что 

функцию принадлежности рассматривают как систему материальных 

точек, массы которых равны значениям функции принадлежности. 

Известно, что координата центра тяжести является обобщенной, од-

нозначно определяемой характеристикой системы материальных то-

чек [20]. 

Для непрерывных функций принадлежности координата центра 

тяжести рассчитывается соотношением 

𝐶𝐺 = 𝑧∗ =
∫ 𝑍 · μ(𝑧)𝑑𝑧
max𝑍

min𝑍

∫ μ(𝑧)𝑑𝑧
max𝑍

min𝑍

; 

 

для дискретных функций  

𝐶𝐺 = 𝑧∗ =
∑ 𝑧𝑖μ(𝑧𝑖)
𝑁
𝑖=1

∑ μ(𝑧𝑖)
𝑁
𝑖=1

, (CG – Centre of Gravity). 

 

Отметим, что в практических приложениях наиболее часто ис-

пользуют дефаззификацию на основе модальных значений в силу 

простоты их реализации. 

 

5. АЛГОРИТМЫ НЕЧЕТКОГО УСЛОВНОГО ВЫВОДА 

 

Алгоритмы нечеткого условного вывода различаются видом ис-

пользуемых правил, логических операций, методами композиции и 

дефаззификации. Наиболее известны алгоритмы Мамдани, Такаги – 

Сугено, Ларсена, Сукамото. 

 

5.1. Алгоритм Мамдани 

В 1975 году Ибрагим Мамдани           

(рис. 5.1) (Ebrahim Mamdani) из лондонско-

го колледжа королевы Марии (Queen Mary 

College) спроектировал первый функциони-

рующий на основе алгебры Заде контрол-

лер, управляющий паровой турбиной (стоит 

заметить, что принципы построения его ал-

горитмики стали каноническими и увеко-

вечены общепринятым среди специали-

стов названием Mamdani-type controller). 

 

Рис. 5.1. Ибрагим Мамдани 
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Здесь необходимо отметить, что впоследствии для развития не-

четких систем большую роль сыграла так называемая FAT-теорема 

(Fuzzy Approximation Theorem), доказанная    

Б. Коско (B. Kosko) в 1993 году (рис. 5.2), со-

гласно которой любая математическая систе-

ма может быть аппроксимирована системой, 

основанной на нечеткой логике. 

В общем случае база правил алгоритма 

Мамдани содержит правила вида 

Pk: «если <y1 = A1k> and <y2 = A2k> and 

…<ynk = Ank>, то <z = Bk>. Для упрощения из-

ложения рассмотрим базу правил вида 

P1: если х = А1 и у = В1, то z = C1; 

P2: если х = А2 и у = В2, то z = C2. 

По алгоритму Мамдани для текущих значений входных пере-

менных x1 и y1 выполняется фаззификация, в результате которой 

определяется истинность отдельных условий в условной части прави-

ла. Затем производится их агрегирование и вычисляется результиру-

ющая истинность условной части правила. Поскольку в рассматрива-

емых правилах используется логическая связка «И», то для агрегиро-

вания используется операция min (рис. 5.3).  

 

Рис. 5.3. Алгоритм Мамдани 

 

Рис. 5.2. Барт Коско  
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α1 = min(μ𝐴1(𝑥1), μ𝐵1(𝑦1)) ,  α2 = min(μ𝐴2(𝑥1), μ𝐵2(𝑦1)). 

Нечеткий вывод по каждому правилу согласно алгоритму 

Мамдани рассчитывается как  

μ𝑟1(𝑧) = min(α1, μ𝑐1(𝑧)) ,  μ𝑟2(𝑧) = min(α2, μ𝑐2(𝑧)). 

Композиционный вывод получается как объединение отдельных 

выводов μ = max [μ𝑟1(𝑧), μ𝑟2(𝑧)] (см. рис. 5.3).  

Дефаззификация может выполняться по любому из известных 

методов. 

 

5.2. Алгоритм Ларсена 

Алгоритм Ларсена (Larsen) отличается от алгоритма Мамдани 

методом формирования вывода по каждому из правил (рис. 5.4) 

μ𝑟1(𝑧) = α1 · μ𝑐1(𝑧),  μ𝑟2(𝑧) = α2 · μ𝑐2(𝑧). 

 
Рис. 5.4. Алгоритм Ларсена 

 

Композиция выводов выполняется так же, как и в алгоритме 

Мамдани μ = max [μ𝑟1(𝑧),  μ𝑟2(𝑧)]. 
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5.3. Алгоритм Сукамото 

В алгоритме Сукамото (Tsukamoto) определение истинности 

выполнения условной части правил и получение соответствующих 

нечетких выводов осуществляется так же, как и в алгоритме Мамдани 

(рис. 5.5).  

 

Рис. 5.5. Алгоритм Сукамото 

 

Отличие состоит в том, что дефаззификации подвергается каж-

дый нечеткий вывод, а интегральный вывод определяется как средне-

взвешенный 𝑍∙ =
α1z1+ α2z2

α1 + α2
, где z1, z2 – результаты дефаззификаци не-

четких выводов по правилам P1 и P2. 

 

5.4. Алгоритм Такаги – Сугено  

В алгоритме, предложенном Такаги – Сугено (рис. 5.6), в отли-

чие от других используется набор правил следующего вида: 

P1: если х есть A1 и y есть B1, то z = a1x+b1y, 

P2: если х есть A2 и y есть B2, то z = a2x+b2y.  

Введение нечеткости выполняется так же, как и в алгоритме 

Мамдани. 

Нечеткий вывод. Находятся уровни «отсечения» для предпо-

сылок каждого правила с использованием операции min: 

μ𝐴1{(𝑥0), μ𝐵1(𝑦0)}, α2 = min{μ𝐴2(𝑥0), μ𝐵2(𝑦0)}. Затем определяются 

выводы по каждому из правил 𝑧1
∗ = 𝑎1𝑥0 + 𝑏1𝑦0 и 𝑧2

∗ = 𝑎2𝑥0 + 𝑏2𝑦0 

(рис. 5.7).   
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Композиция выводов рассчитывается как Z* =
a1𝑧1

∗  +  a2𝑧2
∗

a1 + a2
. 

 

,        

а)                                         б) 

Рис. 5.6. Такаги (а), Сугено (б) 

 

Рассмотрим несколько примеров применения алгоритмов нечет-

кого условного вывода. 

 

 
 

Рис. 5.7. Алгоритм Такаги – Сугено 
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Пример 5.1. В системе управления используются правила сле-

дующего вида (рис. 5.8): 

 

 

а) 

 

 

б) 

 

Рис. 5.8. Правила управления и функции принадлежности: Р1: если «высокое            

давление» и «высокая температура», – «широкое открытие клапана» (а); Р2: если 

«среднее давление» и «высокая температура», то «среднее открытие клапана» (б) 

 

Обработка правил Р1 и Р2 и получение композиционного вывода 

представлены на рис. 5.9, 5.10 и 5.11.  

 

 

Рис. 5.9. Обработка правила P1, давление – 2,5 бар, температура – 17 ºС  
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Рис. 5.10. Обработка правила P2, давление – 2,5 бар, температура – 17 ºС. 

 

 

Рис. 5.11. Композиция правил 

 

Пример 5.2. Рассмотрим в упрощенном варианте задачу покуп-

ки акций. Цена акций некоторой компании определяется с помощью 

понятий «низкая цена», «умеренная цена», «высокая цена», при этом 

минимальная цена равна 100 денежным единицам, а максимальная – 

300 денежным единицам. Каждому лингвистическому значению по-

ставим в соответствие нечеткое множество, например, как показано на 

рис. 5.12, определенное на универсальном множестве U1 = [100, 300]. 

    

а)                                          б)                                            в) 

Рис. 5.12. Нечеткие множества «цена акции», A1 – «низкая цена»,  

А2 – «средняя цена», А3 – «высокая цена»  
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Отметим, что могут быть и другие варианты функций принад-

лежности, вид которых будет определяться представлениями экспер-

та. В данном случае выбор определяется лишь простотой графическо-

го представления. Решение данной задачи состоит в определении ко-

личества акций, заданного на универсальном множестве U2 = [0, 25], 

которое следует купить в зависимости от текущей цены. Соответ-

ствующие нечеткие множества представлены на рис. 5.13. 

 

    

Рис. 5.13. Варианты нечетких множеств «количество покупаемых акций» 

 

5.5. Алгоритм Лукасевича 

Предложенная Я. Лукасевичем (рис. 

5.14) формула для вычисления имплика-

ции нашла применение в теории нечетких 

множеств, где она приобрела другой 

вид  �̃� ⇒ �̃� =  min {1,1 − μ�̃�(𝑢) + μ�̃�(𝑢)}, 

но сохранила название. 

Рассмотрим алгоритм нечеткого 

вывода на основе импликации Лукасеви-

ча [3]. Пусть имеются входные перемен-

ные X = [10, 20], Y = [20, 40] и выходная   

Z = [20, 40], соответствующие термы 

𝑇𝑍 = {около 20, около 30, около 40} = {𝐿𝑧1,  𝐿𝑧2,  𝐿𝑧3}, 

𝑇𝑥 = {около 10, около 20} = {𝐿𝑥1,  𝐿𝑥2}, 

𝑇𝑦 = {около 20, около 40} = {𝐿𝑦1,  𝐿𝑦2}. 

Соответствующие функции принадлежности представлены на 

рис. 5.15. 

  

Рис. 5.14. Ян Лукасевич 
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а) 

 

 

б) 

 

 

в) 

 

Рис. 5.15. Функции принадлежности термов входных (а), (б)  

и выходной (в) переменных 

 

База знаний состоит из следующих правил условного логическо-

го вывода: 

1. Если x = <Lx1> и y = <Ly1>, то z = <Lz1>. 
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2. Если [x = <Lx2> и y = <Ly1>] или [x = <Lx1> и y = <Ly2>], то           

z = <Lz2 >; 

3. Если x = <Lx2> и y = <Ly2>, то z = <Lz3>. 

С учетом структуры условной части правил импликация Лука-

севича для каждого правила 1 – 3 имеет вид: 

μ1 = min [1,1 − min (μ𝐿𝑥1(𝑥), μ𝐿𝑦1(𝑦)) + μ𝐿𝑧1]; (5.1) 

μ2 = min [1,1 − max [min(μ𝐿𝑥2(𝑥), μ𝐿𝑦1(𝑦)),min(μ𝐿𝑥1(𝑥), μ𝐿𝑦2(𝑦))] +

+ μ𝐿𝑧2(𝑧)];                                                (5.2) 

μ3 = min [1,1 − min (μ𝐿𝑥2(𝑥), μ𝐿𝑦2(𝑦)) + μ𝐿𝑧3(𝑧)].           (5.3)  

Правила 1 – 3 могут выполняться с различной степенью истин-

ности. Интегральный вывод в данном случае выполняется с помощью 

операции min 

μˊ = μ1˄μ2˄μ3 = min {μ1, μ2, μ3}.  (5.4)  

Конечно, возможны и другие варианты, например, использовать 

операцию max. 

Пусть x = 14, y = 27. Подставив в выражения (5.1) – (5.4) соот-

ветствующие значения x и y, получим: 

μ𝐿𝑥1(𝑥) = 0,7, μ𝐿𝑥2(𝑥) = 0,3,  μ𝐿𝑦1(𝑦) = 0,58,  μ𝐿𝑦2(𝑦) = 0,44. 

Подставляя эти значения в соотношения (5.1) – (5.4), получим: 

μ1 = min[1,1 − 0,58 + μ𝐿𝑧1(𝑧)] = min [1, 0,42 + μ𝐿𝑧1(𝑧)];  
μ2 = min[1,1 − 0,44+ μ𝐿𝑧2(𝑧)] = min [1, 0,56 + μ𝐿𝑧2(𝑧)] ; 
μ3 = min(1,1 − 0,3+ μ𝐿𝑧3(𝑧)) = min (1,07 + μ𝐿𝑧3(𝑧)).  
Соответствующие функции принадлежности представлены на 

рис. 5.16. 

 

 

Рис. 5.16. Функции принадлежности, рассчитанные  

по правилу Лукасевича 
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На рис. 5.16 заштрихованная область – это пересечение нечет-

ких множеств, представляющих возможные решения по правилам 

(5.1) – (5.4) соответственно. Для нахождения итогового решения 

необходимо выполнить дефаззификацию. Например, если использо-

вать дефаззификацию по максимуму, значение выходной переменной 

можно определить как z = (23 + 26,4)/2 = 24,7. 

Задание. Моделирование алгоритмов Мамдани и Сукамото 

Порядок выполнения работы 

1. Используются два правила: 

Р1: если х = А1 и у = В1, то z = D1; 

P2: если х = А2 и у = В2, то z = D2. 

2. Применяя средства FuziCalc, построить функции принадлеж-

ности нечетких множеств А1, А2, В1, В2, D1, D2. 

3. Задать значения входных переменных xt и yt. 

4. Используя функцию FzAlpha(), для выбранных значений 

входных переменных xt и yt определить значения функций принад-

лежности μА1(xt) = α1; μА2(xt) = α2; μB1(уt) = β1; μB2(уt) = β2. 

5. Используя функцию Min_C(), вычислить: 

σ1 = min{μА1(xt), μB1(уt)} = min{α1, β1}, 

σ2 = min{μА2(xt), μB2(уt)} = min{α2, β2}. 

6. Применяя функцию FzClip(), вычислить функции принадлеж-

ности вывода по правилам Р1, Р2. 

7. Используя функцию FzUnion(), построить интегральную 

оценку вывода. Наилучшее значение вывода z* будет представлено 

значением в соответствующей ячейке таблицы FuziCalc. 

8. Для алгоритма Сукамото, используя функцию FzAlpha(), вы-

числить значения функций принадлежности, полученные в п. 6. 

9. Вычислить значение z* по формуле взвешенного среднего. 

10. Сопоставить результаты, полученные по алгоритмам Мамда-

ни и Сукамото. 

11. Пример выполнения задания представлен на рис. 5.17. 
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Рис. 5.17. Пример моделирования 

 

6. МОДЕЛИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 

 

Задачи принятия решений представляют обширный класс задач, 

относящихся к исследованию операций. В зависимости от исходной 

формулировки они могут решаться методами теории игр и статисти-

ческих решений. Отдельный класс составляют задачи многокритери-

ального альтернативного выбора, когда на некотором множестве до-

пустимых (возможных) альтернативных решений 𝐴 = {𝑎𝑖: 𝑖 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ } 

необходимо выбрать альтернативу, наилучшим образом соответству-

ющую требованиям заранее установленной системы критериев оцен-

ки 𝐶 = {𝑐𝑗: 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅}. 

Пользуясь терминологией теории множеств, для решения задачи 

многокритериального альтернативного выбора необходимо построить 

отношение предпочтения на множестве возможных альтернатив с 

учетом их соответствия требованиям критериев оценки. Задача 

осложняется тем, что требования критериев практически всегда оста-
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ются противоречивыми, и на множестве альтернатив невозможно 

найти альтернативу, которая будет лучше остальных по всем крите-

риям одновременно. Очевидно, что в этих условиях выбор наилучше-

го решения возможен только как компромисс, когда наилучшей аль-

тернативой будет считаться та, у которой самая предпочтительная ин-

тегральная оценка по всему множеству критериев. Если оценки соот-

ветствия альтернатив требованиям критериев можно считать точно 

определенными, то задача решается известными методами многокри-

териальной оптимизации [30]. 

Однако существует большой класс задач, когда оценки критери-

ального соответствия могут быть заданы только приблизительно, ли-

бо имеются обоснованные сомнения в точности числовых значений, 

либо оценки вообще могут быть заданы только в виде лингвистиче-

ских утверждений типа «большое соответствие», «незначительное со-

ответствие» и т. п. В этих условиях для решения задач многокритери-

ального альтернативного выбора вполне обосновано использование 

аппарата нечетких множеств.  

Описание в форме нечетких множеств гораздо менее требова-

тельно к квалификации экспертов и зачастую точнее отражает суть 

дела и имеющуюся у лица, принимающего решения, информацию. 

Конечно, за это удобство приходится «платить». Предлагаемые тео-

рией решения, основанные на нечеткой информации, и сами несут на 

себе печать нечеткости. Они могут рассматриваться лишь как реко-

мендации для лица, принимающего решения, требуя от него выбора 

одного из предлагаемых вариантов. Тем не менее, даже этот факт 

можно рассматривать как достоинство теории: он показывает, как 

увеличение информированности ЛПР сказывается на достоверности и 

правильности принимаемых решений. 

В настоящее время все методы применения нечетких множеств 

для решения указанных задач можно разделить на методы на основе от-

ношений нечеткого предпочтения, критериальной свертки, правил 

нечеткого вывода. 

 В этом порядке и будем их рассматривать.  
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6.1. Принятие решения на основе отношений нечеткого  

предпочтения 

На множестве возможных альтернативных решений  𝐴 = {𝑎𝑖: 𝑖 =

= 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ } задано нечеткое отношение предпочтения �̃� с функцией при-

надлежности μ(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) 

�̃� = {μ(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) (𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ϵ 𝐴 × 𝐴⁄ }. 

Нечеткое отношение предпочтения определяется лицом, прини-

мающим решение, либо на основе собственных субъективных пред-

почтений, либо опроса экспертов, обладающих знаниями в данной 

предметной области. Для любой пары альтернатив∀(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) ∈ 𝐴 × 𝐴 

значение μ(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) понимается как значение истинности утверждения 

«𝑎𝑖 не хуже 𝑎𝑗». В сокращенном варианте это записывается 𝑎𝑖 ≥ 𝑎𝑗 

или i ja a . Значение μ(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) = 0 означает, что альтернативы не-

сравнимы. В зависимости от смыслового содержания отношения зна-

чение функций принадлежности для пары (𝑎𝑖, 𝑎𝑖) может быть равно 

единице – отношение «примерно эквивалентно» – или нулю – «отно-

шение предпочтения», так как альтернативы не может быть хуже или 

лучше самой себя. 

Задача принятия решения заключается в рациональном выборе 

наиболее предпочтительной альтернативы на множестве А, на кото-

ром задано нечеткое отношение �̃�.  

Алгоритм решения задачи состоит из нескольких этапов: 

1. Строится отношение строгого предпочтения �̃�𝑠, ассоцииро-

ванное с исходным отношением �̃�, функция принадлежности которого 

( , ) ( , ), ( , ) ( , ),
( , )

0, ( , ) ( , ).

i j j i i j j iR R R R

s i j

i j j iR R

a a a a a a a a
a a

a a a a

    
  

  

   (6.1)  

2. Строится нечеткое подмножество �̃�𝑁𝐷 A
~

  недоминируемых 

альтернатив, ассоциированное с �̃�, включающее только те альтерна-

тивы, которые не доминируются никакими другими. Функция при-

надлежности �̃�𝑁𝐷 определяется соотношением 

   ( ) min 1 ( , ) 1 max ( , ) .
ND

i S j i S j iA j j
a a a a a               (6.2)  
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Если ( ) ,
ND

iA
a  

 
0 ≤ α ≤1, это означает, что никакая альтерна-

тива не может быть лучше 𝑎𝑖 со степенью доминирования α, иначе 

говоря, 𝑎𝑖 может доминироваться другими альтернативами, но со сте-

пенью не выше 1 – α. Рационально в качестве наилучшей выбирать 

альтернативу, имеющую наибольшую принадлежность множеству 

�̃�𝑁𝐷. 

3. Выбирается альтернатива 𝑎∗, для которой 
*( ) max,

NDA
a 

* arg max ( ).
ND

iA
i

a a   

Эта альтернатива и дает решение задачи. Возможно, что 

наибольшую степень доминирования имеет не одна, а несколько аль-

тернатив, тогда ЛПР выбирает одну исходя из своих предпочтений 

или расширяет (изменяет) состав экспертов для уточнения исходных 

данных, и решение повторяется. 

Пример 6.1. На множестве альтернатив 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} от-

ношение �̃� задано матрицей  

. 

 Матрица, представляющая отношение строгого предпочтения, в 

соответствии с формулой (6.1) будет иметь вид 

. 

Вычисления по соотношению (6.2) предполагают сначала 

нахождение наибольших элементов в каждом столбце матрицы 𝑀𝑅�̃�
, 

т. е. {1, 0,4, 0,3, 1}, а затем – соответствующего значения функции 

принадлежности  ( ) 0, 0,6, 0,7, 0 .
ND

iA
a   Отсюда следует, что 

наилучшей альтернативой будет 𝑎3. 

Пример 6.2. На множестве альтернатив 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} от-

ношение �̃� задано матрицей  

105.05.0

115.05.0

18.011

7.03.001

~ 
R

M

004.00

1002.0

03.001

2.0000

~ 
sR

M
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. 

Матрица, представляющая отношение строгого предпочтения, в 

соответствии с формулой (6.1) будет иметь вид 

. 

Вычисления по соотношению (6.2) предполагают сначала 

нахождение наибольших элементов в каждом столбце матрицы 𝑀𝑅�̃�
, 

т. е. {0,4, 1, 1, 0,4}, а затем – соответствующего значения функции 

принадлежности  ( ) 0,6, 0, 0, 0,6 .
ND

iA
a   Отсюда следует, что две 

альтернативы 𝑎1 и 𝑎4 могут рассматриваться как равноценные [30].  

Задание 6.1 

Для ситуаций, заданных матрицами отношения, найти наилуч-

шую альтернативу: 

      

 

 

 

6.2. Многокритериальная оценка и выбор альтернатив на основе 

нечетких множеств 

Рассматривается метод анализа альтернатив, когда критериальные 

оценки задаются как степени соответствия альтернатив требованиям 

критериев оценки. Имеется множество альтернатив 𝐴 = {𝑎𝑖: 𝑖 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ }, 

для оценки которых задано множество критериев 𝐶 = {𝑐𝑗: 𝑗 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅}.  

115.05.0

015.05.0

9.06.010

1.01.011

~ 
R

M

0104.0

0004.0

4.01.000

0010

~ 
sR

M

,

1000

1.0100

25.015.010

25.015.001

~ 
R

M ,

165.05.00

0100

015.010

2.085.07.01

~ 
R

M

,

15..05.00

0100

0010

15.065.065.01

~ 
R

M .

115.07.065.0

0155.05.0

0010

0005.01

~ 
R

M
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Для каждого критерия 𝑐𝑗 может быть построено нечеткое множе-

ство 𝑐𝑗 = {μ𝑐𝑗(𝑎1)/𝑎1, μ𝑐𝑗(𝑎2)/𝑎2, … , μ𝑐𝑗(𝑎𝑀)/𝑎𝑀}, где μ𝑐𝑗(𝑎𝑖) ϵ [0, 1]. 

Оценка альтернативы ai по критерию cj характеризует степень со-

ответствия альтернативы понятию, определяемому критерием cj. 

Если критерии имеют одинаковую значимость, то правило для вы-

бора наилучшей альтернативы может быть записано в виде пересе-

чения соответствующих нечетких множеств: 𝐷 = 𝑐1 ∩ 𝑐2 ∩ …∩ 𝑐𝑁. 

В разделе, где рассматривались операции над нечеткими множе-

ствами, пересечение нечетких множеств обычно формализуется 

операцией min, выполняемой над их функциями принадлежности,                       

1,
( ) min ( ), 1, .

jD i c i
i M

a a j N


     В качестве лучшей выбирается альтер-

натива а*, имеющая наибольшее значение функции принадлежности
*

1,
( ) max ( ).D D i

i M
a a


    

В случае, если критерии cj имеют различную важность, каждому 

из них приписывается число αj ≥ 0 (чем важнее критерий, тем больше 

αj, и правило выбора принимает вид 𝐷 = 𝑐1
α1 ∩ 𝑐2

α2 ∩ …∩ 𝑐𝑁
α𝑛). Обыч-

но предполагается, что весовые коэффициенты αj удовлетворяют 

условию нормировки 
1

1
N

j
j

  . Значения весовых коэффициентов мо-

гут назначаться непосредственно экспертами, но в данном случае ве-

лики влияние их субъективных предпочтений и вероятность ошибок. 

Чаще используют метод парных сравнений, когда значения весовых 

коэффициентов определяются как значения координат собственного 

вектора матрицы парных сравнений. В этом случае возможен кон-

троль корректности полученных значений весовых коэффициентов по 

отношению согласованности [31]. 

Пример 6.3. Критерии равной важности. Заданы множества аль-

тернатив A = {ai, i = 1, …, 5} и критериев C = {cj, j = 1, …, 6}. 

Экспертами определены нечеткие оценки критериального соответствия: 

C1 = {0,4/a1, 0,9/a2, 0,9/a3, 0,3/a4, 0,5/a5}; 

C2 = {0,7/a1, 0,8/a2, 0,6/a3, 0,9/a4, 0,6/a5}; 

C3 = {0,7/a1, 0,4/a2, 0,2/a3, 0,5/a4, 0,8/a5}; 

C4 = {0,8/a1, 0,5/a2, 0,4/a3, 0,7/a4, 0,5/a5}; 

C5 = {0,9/a1, 0,9/a2, 0,4/a3, 0,7/a4, 0,6/a5}; 

C6 = {0,9/a1, 0,4/a2, 0,8/a3, 0,7/a4, 0,5/a5}. 
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Тогда правило выбора имеет вид: 

D = {min (0,6, 0,7, 0,7, 0,8, 0,9, 0,9)/a1; min (0,9, 0,8, 0,4, 0,5, 0,9, 0,4)/a2; 

min (0,9, 0,6, 0,2, 0,4, 0,4, 0,8)/a3; min (0,3, 0,9, 0,5, 0,7, 0,7, 0,7)/a4;  

min (0,5, 0,6, 0,8, 0,5, 0,6, 0,5)/a5} = {0,6/a1, 0,4/a2, 0,2/a3, 0,3/a4, 0,5/a5)}. 

Очевидно, что наилучшей альтернативой будет a1. 

Пример 6.4. Критерий различной важности. Для простоты 

сократим число критериев до трех, а число альтернатив – до четырех. 

Нечеткие множества, характеризующие альтернативные варианты с 

точки зрения различных критериев: 

c1 = {0,5/a1, 0,7/a2, 0,3/a3, 0,6/a4}, c2 = {0,5/a1, 0,4/a2, 0,8/a3, 0,4/a4},  

c3 = {0,5/a1, 0,7/a2, 0,3/a3, 0,6/a4}. 

Критерии имеют различную важность, результаты их попарного 

сравнения представлены матрицей и таблицей. 

1 2 3

1

2

3

1 5 1/ 3

1/ 5 1 1/ 9

3 9 1

С С С

С

В С

С

 .
 

 

Шкала оценок важности критериев 
Относительная важность критериев сi и cj Значение важности bij 

Равная важность 

Немного важнее 

Важнее 

Заметно важнее 

Намного важнее 

Промежуточные значения 

1 

3 

5 

7 

9 

2, 4, 6, 8 

 

Собственный вектор матрицы В: w1 = 0,06; w2 = 0,27; w3 = 0,67.  

C учетом весовых коэффициентов нечеткие множества ci, i = 1, 2, 3 

приобретают вид 

с1 = {0,50,06/a1, 0,70,06/a2, 0,30,06/a3, 0,60,06/a4} = {0,95/a1, 0,98/a2, 

0,93/a3, 0,97/a4}. 

Для остальных критериев запишем сразу окончательный 

результат 

c2 = {0,83/a1, 0,78/a2, 0,94/a3, 0,78/a4}; c3 = {0,34/a1, 0,21/a2, 0,71/a3, 

0,93/a4}.  

Получим множество 

D = {0,34/a1; 0,21/а2; 0,71/а3; 0,93/а4}. 
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Максимальное значение принадлежности имеет альтернатива а4, 

ее и следует выбрать в качестве решения. 

Необходимо отметить, что введение весовых коэффициентов 

может изменить результат решения задачи. Рассмотрим следующий 

пример. 

Пример 6.5. Ситуация принятия решения задана следующим 

набором 

 

 c1  c2  c3 min 

a1 0,3 0,6 0,8 0,3 

a2 0,9 0,4 0,2 0,2 

a3 0,7 0,5 0,4 0,4 

1. Критерии считаются равноценными. Столбец min содержит 

результат операции пересечения. Очевидно, что в данном случае 

наилучшей альтернативой должна быть признана альтернатива a3. 

2. Будем считать, что критерии имеют различную значимость, 

определяемую весовыми коэффициентами из примера 6.4 w1 = 0,06;       

w2 = 0,27; w3 = 0,67. 

С учетом весовых коэффициентов исходная матрица приводится 

к виду  

 

c1 c2 c3 min 

a1 1,230309 0,871166 0,861133 0,861133 

a2 0,993698 0,780829 0,340165 0,340165 

a3 0,978827 0,82932 0,541228 0,541228 

Очевидно, что в этом случае наилучшей должна быть признана 

альтернатива a1. 

Приведенный пример наглядно показывает, что к введению и 

определению весовых коэффициентов для критериев надо относиться 

предельно аккуратно. 

Задание 6.2  

Решить задачу выбора наилучшей альтернативы при исходных 

данных, приведенных ниже. Задачи решать при одинаковой и различной 

значимости критериев. Значения весовых коэффициентов могут назна-

чаться произвольно, но при обязательном выполнении условий норми-

ровки либо с помощью метода парных сравнений. Расчет координат соб-

ственного вектора можно выполнять по упрощенному алгоритму. 
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A/C  c1  c2  c3      A/C  c1  c2  c3  c4 

a1 0,2 0,5 0,8      a1 0,2 0,6 0,3 0,2 

a2 0,6 0,4 0,5      a2 0,5 0,4 0,7 0,8 

a3 0,3 0,7 0,6      a3 0,8 0,5 0,6 0,4 

a4 0,2 0,8 0,4      

 

A/C  c1  c2  c3  c4  c5   A/C c1 c2 c3 c4 

a1 0,5 0,4 0,3 0,7 0,6   a1 0,5 0,6 0,2 0,7 

a2 0,6 0,2 0,4 0,3 0,5   a2 0,4 0,2 0,7 0,3 

a3 0,2 0,7 0,3 0,5 0,4   a3 0,3 0,4 0,3 0,4 

a4 0,7 0,3 0,4 0,4 0,4   a4 0,7 0,3 0,5 0,4 

        a5 0,6 0,5 0,4 0,4 

 

 

6.3. Многокритериальная оценка и выбор альтернатив  

с использованием правил нечеткого условного вывода 

В предыдущем разделе исходная формулировка задачи 

многокритериального альтернативного выбора имела матричную 

форму. В то же время может оказаться более удобной 

первоначальная формулировка задачи в виде нечетких условных 

высказываний. В их левой условной части представлены экспертные 

оценки удовлетворения некоторой альтернативы требованиям 

критериев, а в правой части условного высказывания – нечеткий 

вывод о приемлемости данной альтернативы. Такие правила 

составляются для каждой альтернативы, и в совокупности они 

образуют базу знаний системы нечеткого условного вывода для 

задачи многокритериального альтернативного выбора. 

Выбор наилучшей альтернативы из множества 𝐴 = {𝑎𝑖: 𝑖 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ } 

выполняется на основе системы критериев 𝐶 = {𝑐𝑗: 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅}, т. е. 

лингвистических переменных, определенных на базовых множествах 

U1, U2, ..., UN соответственно. Например, переменная c1 «квартирная 

плата» может иметь значение НИЗКАЯ, а переменная c2 «положение 

квартиры» – значение ХОРОШЕЕ и т. п. Набор из нескольких 
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критериев с соответствующими значениями характеризует 

представления ЛПР об удовлетворительности (приемлемости) 

решения. Переменная S «удовлетворительность» также является 

лингвистической. Пример высказывания: d1: «Если c1 = НИЗКАЯ и     

c2 = ХОРОШЕЕ, то S = ВЫСОКАЯ». Для каждого критерия cj строится 

свое множество лингвистических значений 𝐿𝑗 = {𝑙𝑘
𝑗
: 𝑘 = 1, 𝐾𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ },             

𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, формализуемых нечеткими множествами 𝑀(𝐿𝑗) = {𝜇
𝑙𝑘
𝑗 (𝑢𝑗)/

𝑢𝑗)}, 𝑘 = 1, 𝐾,̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑗 = 1, 𝑗̅̅ ̅̅ . 

В общем случае высказывание dq имеет вид 𝑞 = 1, 𝑄̅̅ ̅̅ ̅, где Q – 

количество правил нечеткого условного вывода, используемых в 

решении задачи. 

dq: <Если c1 = 𝑙𝑞
1 и c2 = 𝑙𝑞

2 и ... cN  = 𝑙𝑞
𝑁, то S = 𝑙𝑞

𝑠>,   (6.3) 

где 𝑙𝑞
𝑠 −линвистическая оценка вывода, соответствующая правилу dq, 

которая формализуется нечетким множеством μ𝑙𝑞𝑠 (us), us ϵ [0, 1]. 

Отметим, что условная часть правила может быть представлена 

разнообразными составными высказываниями, содержать модификаторы 

и квантификаторы, что определяется содержанием задачи.  

Согласно описанному ранее алгоритму в процессе обработки 

правил осуществляется свертка критериев в условной части, характер 

которой определяется структурой последней. В любом случае 

сложное правило нечеткого условного вывода сводится к простому 

виду 

dq: <Если Xq  = Rq, то S = 𝑙𝑞
𝑠>,    (6.4)  

где Xq и Rq – обобщенный критерий и обобщенное лингвистическое 

значение соответственно, полученные в результате свертки критериев 

в условной части правила нечеткого вывода. В общем случае для ре-

шения задачи должна быть построена база знаний, состоящая из пра-

вил вида (6.4), т. е. построено множество 𝐷 = {𝑑𝑞: 𝑞 = 1, 𝑄̅̅ ̅̅ ̅}.  

Следующим этапом обработки правил вида (6.4) будет вычисле-

ние нечеткой импликации по любой из известных формул. Основани-

ем для выбора метода вычисления нечеткой импликации могут слу-



116 

жить предпочтения лица, принимающего решения (решающего зада-

чу), особенности соответствующих формул, вычислительные затраты, 

наличие программного обеспечения. Часто в рассматриваемых зада-

чах используют импликацию Лукасевича, и тогда функция принад-

лежности нечеткого множества, формализующего множество возмож-

ных решений, например по правилу (6.4), вычисляется как  

μ𝑑𝑞 = min (1,1 − μ𝑅𝑞 + μ𝑙𝑞𝑠).        (6.5)  

Значения аргументов всех функций принадлежности находятся в 

диапазоне [0, 1]. 

После обработки всех правил вида (6.4) будет получена сово-

купность нечетких множеств с функциями принадлежности вида 

(6.5), которая будет определять нечеткие множества, представляющие 

возможные решения, задаваемые множеством всех правил, входящих 

в базу знаний системы нечеткого вывода 

MQ = {μ𝑑𝑞(𝑧): 𝑞 = 1, 𝑄̅̅ ̅̅ ̅, 𝑧 ϵ [0, 1]}. 

Интегральное нечеткое множество возможных решений нахо-

дится следующим образом: 

1

( ) min ( ),
q q

Q

d d
qq

R z z


   

 

z ϵ [0, 1].    (6.6)  

В конечном итоге для каждой альтернативы будут построены 

нечеткие множества ,iR  𝑖 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  вида (6.6). Заключительным этапом 

станет выбор наилучшей альтернативы. Одним из возможных 

вариантов является определение точечных оценок, получаемых на 

основе α-разбиения множеств вида (6.6). Для нечеткого множества 

α-уровневое множество   / ( ) , 0, 1 .
qi dR z z z       

Для каждого iR
 можно вычислить среднее число элементов 

M(𝑅𝑖
α): 

– для множества из n элементов ( ) / ;
i

i i
z R

M R z n






   

– для 𝑅α = {𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏} M(Rα) = (a + b)/2; 

iR
~
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– для 0 ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤, …, ≤ an ≤ bn ≤ 1;  

1

( );
n

i i
i

R a z b


   1

1

( )
2

( ) .

( )

n
i i

i i
i

n

i i
i

a b
b a

M R

b a

















  

Тогда точечное значение для множества �̃� 
max

0max

1
( ) ( ) .F R R d



 


  

Наилучшая альтернатива будет иметь наибольшее значение точечной 

оценки 𝐹(�̃�). 

 

7. ПРОГРАММНЫЕ СРЕДСТВА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

МОДЕЛИРОВАНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ 

НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 

 

В настоящее время известно достаточно большое число 

программных систем для решения различных задач с применением 

нечетких множеств. Подробное описание этих систем, а также методы 

их использования для решения конкретных задач изложены в 

различных источниках. Наиболее полно этот материал приведен в 

работах [4, 5]. Ниже в сокращенном варианте рассмотрены только 

основные характеристики этих систем.  

 

7.1. Средства нечеткого управления и моделирования  

в пакете MATLAB 

Пакет MATLAB (MATrix LABoratory) компании MathWoks 

(США), представляющий собой интегрированную среду для 

выполнения численных расчетов, компьютерного моделирования и 

вычислительных экспериментов, содержит широкий набор готовых 

функций, используемых при анализе и синтезе систем автоматического 

управления. В пакете имеется набор алгоритмов, образующих так 

называемый инструментарий, которые могут использоваться для 

проектирования, анализа и моделирования систем автоматического 

управления.  

Для решения задач методами теории нечетких множеств в пакете 

MATLAB предусмотрен пакет нечеткой логики Fuzzy Logic Toolbox. 
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Основные возможности пакета: 

 построение систем нечеткого вывода (экспертных систем, ре-

гуляторов, аппроксиматоров зависимостей); 

 построение адаптивных нечетких систем (гибридных нейрон-

ных сетей); 

 интерактивное динамическое моделирование в среде Simulink. 

Пакет обеспечивает работу: 

 в режиме графического интерфейса; 

 режиме командной строки; 

 с использованием блоков и примеров пакета Simulink. 

Нечеткое управление моделируется с помощью системы нечетко-

го вывода FIS (Fuzzy Inference System) (рис. 7.1), включающей редак-

тор системы нечеткого вывода (FIS-Editor), редактор функций принад-

лежности (The Member Ship Function Editor), редактор правил (The Rule 

Editor), подсистем для просмотра правил и схем нечетких выводов   

(The Rule Viewer), полученных поверхностей (The Surface Viewer). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 7.1. Структура пакета MATLAB 

 

FIS-редактор обеспечивает высокий уровень общения с систе-

мой, не имеет ограничений на число входных и выходных переменных, 

которое ограничивается лишь доступным объемом памяти ЭВМ. 

Редактор функций принадлежности используется для задания 

вида функций принадлежности для каждой переменной, редактор пра-

вил – для редактирования текста правил условного логического вывода 

при описании поведения моделируемой системы. 

Просмотрщики правил и поверхностей применяются для визу-

ального контроля. Просмотрщик правил отображает схему нечеткого 
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вывода на последнем этапе и используется как средство диагностики. 

С его помощью можно, например, увидеть, какие правила активны, 

или оценить влияние формы отдельной функции принадлежности на 

результат. 

Просмотрщик поверхностей обеспечивает представление на 

экране зависимости одного выхода от одного или двух входов, а также 

генерации и построения картины поверхности выхода для системы. 

Все компоненты FIS могут взаимодействовать и обмениваться 

данными в процессе моделирования. В пакете MATLAB возможно ис-

пользование шести видов функции принадлежности (рис. 7.2): 

– треугольной (trimf); 

– трапецеидальной (tramf); 

– функции принадлежности в виде кривой Гаусса (gaussmf) или 

составленной из двух кривых Гаусса (gauss2mf); 

– колоколообразной (bellmf); 

– сигма-функции, предназначенной для воспроизведения несим-

метричных функций принадлежности: sigmf – функция принадлежно-

сти, открытая справа, dsigmf – закрытая функция принадлежности, со-

ставленная из разности двух сигма-функций, psigmf – закрытая функ-

ция принадлежности, образованная из произведения двух сигма-

функций; 

– трех функций принадлежности, основанных на полиноминаль-

ных кривых: zmf – несимметричная функция принадлежности, откры-

тая слева, smf – несимметричная функция принадлежности, открытая 

справа, pmf – закрытая функция принадлежности. 

Кроме этого пакет MATLAB позволяет пользователю конструи-

ровать собственные функции принадлежности. 

Система нечеткого моделирования поддерживает два основных 

оператора, «И» и «ИЛИ». Импликация реализуется через оператор «И», 

который представлен в двух видах: min и произведение (prod).  

«ИЛИ» реализуется через max и probor-оператор вероятного 

«ИЛИ», известный еще как алгебраическая сумма, и вычисляется по 

уравнению probor ( ,  ) = .a b a b ab   

Кроме этих операций в пакете нечеткой логики Fuzzy Logic 

Toolbox представлены операции концентрирования и размытия. Пакет 

нечеткой логики поддерживает также все известные операции над не-

четкими отношениями. 
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Рис. 7.2. Функции принадлежности, используемые в пакете MATLAB 
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Для реализации нечетких выводов используются алгоритмы 

Мамдани и Сугено. В пакете MATLAB имеется внутренний язык 

программирования, позволяющий программировать алгоритмы для 

работы с нечеткими множествами, не предусмотренные стандартной 

конфигурацией [5]. 

 

7.2. Пакет нечеткого моделирования fuzzyTECH 

Пакет нечеткого моделирования fuzzyTECH – разработанная и 

постоянно обновляемая программа компании INFORM GmbH (Inform 

Software Corporation, Германия), предназначенная для решения раз-

личных задач нечеткого моделирования. В отличие от MATLAB про-

грамма fuzzyTECH служит специализированным средством, которое 

позволяет разрабатывать и исследовать разнообразные нечеткие мо-

дели в графическом режиме, а также преобразовывать их в програм-

мный код на одном из языков программирования с возможностью по-

следующей реализации в программируемых микроконтроллерах. 

Программу fuzzyTECH можно использовать в качестве сервера 

или клиента при нечетком управлении удаленными объектами. Важ-

ной особенностью программы fuzzyTECH считается возможность ав-

томатической генерации документации для разработанных нечетких 

моделей в виде текста с иллюстрациями в формате RTF. 

Демонстрационная версия программы fuzzyTECH 5.52 доступна 

в Интернете по адресу: www.fuzzytech.com. Дистрибутив программы 

в форме самораспаковывающегося архивного файла занимает около 

16 Мбайт. Основным ограничением демонстрационной версии про-

граммы fuzzyTECH можно назвать отсутствие возможности сохранения 

проекта и генерации программного кода на том или ином языке про-

граммирования. Системные требования для инсталляции программы 

fuzzyTECH полностью удовлетворяются современными компьютерами. 

Хотя программа fuzzyTECH и система MATLAB используют 

единые принципы нечеткого моделирования, существует несколько 

принципиальных отличий в реализации систем нечеткого вывода FLS 

в программе fuzzyTECH от систем FIS в пакете Fuzzy Logic Toolbox. 

Основные из них изложены ниже. 

1. Проект системы нечеткого вывода в fuzzyTECH может иметь 

несколько блоков правил (RuleBlocks) нечетких продукций, каждый 

из которых содержит собственные входные и выходные лингвистиче-
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ские переменные. При этом отдельные блоки правил соединяются 

между собой последовательно или параллельно. 

2. Кроме входных (Inputs) и выходных (Outputs) лингвистиче-

ских переменных, проекты fuzzyTECH могут иметь так называемые 

промежуточные (Intermediates) лингвистические переменные, появ-

ляющиеся в тех случаях, когда блоки правил соединяются последова-

тельно, т. е. выход одного блока правил соединяется с входом другого. 

3. Все операции по разработке, редактированию, отладке и ана-

лизу проектов в программе fuzzyTECH выполняются в графическом 

интерактивном режиме, при этом для создания прототипов проектов и 

спецификации их отдельных компонентов могут быть использованы 

различные мастера (Wizards). 

4. На основе разработанного и отлаженного проекта программой 

fuzzyTECH может быть сгенерирован программный код реализации 

системы нечеткого вывода на одном из языков программирования           

(С, Java, MS Visual C++, MS Visual Basic, MS VBA, COBOL, 

Assembler, язык m-файлов системы MATLAB). В дальнейшем полу-

ченные подобным образом листинги программного кода могут быть 

откомпилированы для той или иной вычислительной платформы и 

использованы независимо от программы fuzzyTECH для реализации в 

нечетких микроконтроллерах.  

5. В программе fuzzyTECH необходимо в явном виде указывать 

ограничения на размерность проектов систем нечеткого вывода, кото-

рые могут быть реализованы в ее среде. Например, версия программы 

fuzzyTECH 5.5 Professional имеет следующие количественные огра-

ничения на отдельные компоненты разрабатываемых проектов: 

 общее количество лингвистических переменных проекта не 

должно превышать 255, из них входных – 255 и выходных – 32; 

 каждая из лингвистических переменных может иметь не более 

32 нечетких термов или не более 255 обычных (Categorical), т. е. не 

нечетких значений. При этом общее количество термов у всех пере-

менных не должно превышать 65 535; 

 общее количество блоков правил нечетких продукций проекта 

не должно превышать 32. При этом у каждого блока правил может быть 

не более 11 входных и 11 выходных лингвистических переменных. 

Применение в программе fuzzyTECH технологии динамическо-

го обмена данными (Dynamic Data Exchange, или сокращенно DDE) 
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позволяет совместно использовать разработанные нечеткие модели           

с другими программами и инструментами, такими как MS Access, MS 

Excel, MATLAB. При этом программа fuzzyTECH может выступать как в 

роли сервера, так и в роли клиента, что существенно расширяет диапазон 

возможных приложений разрабатываемых нечетких моделей. 

Все проекты в среде fuzzyTECH сохраняются в отдельных фай-

лах проектов формата FTL (Fuzzy Technology Language), имеющих 

расширение ftl. Они представляют собой обычные текстовые файлы, 

которые можно просматривать и редактировать любым ASCII-

редактором (например, MS Notebook). Формат FTL был специально 

разработан компаниями IntelCorp. и Inform Software Corp. в 1991 году 

для представления систем нечеткого вывода в форме структурируе-

мого текста. 

6. В нечетких проектах fuzzyTECH могут быть использованы 

различные типы и формы функций принадлежности термов 

лингвистических переменных. Пользователь может выбрать один из 

типов: 

– стандартный вариант функции принадлежности (Standard 

MBFs), называемый иногда «четырехточечным» вариантом, поскольку 

основан на использовании четырех характеристических точек или 

параметров для задания соответствующей функции принадлежности; 

– произвольный вариант функции принадлежности (Arbitrary 

MBFs), при нем можно использовать до 16 характеристических точек 

параметров для задания или аппроксимации соответствующей 

функции принадлежности; 

– инверсный вариант функции принадлежности (Inverse MBFs), 

который может оказаться полезным при определении правил 

нечетких продукций с отрицанием существующих в проекте термов 

(inverse terms) для отдельных лингвистических переменных. 

Для каждого типа функции принадлежности можно 

использовать одну из форм, приведенных ниже: 

– линейную (L-shape), которая предполагает представление 

функции принадлежности в форме треугольной, трапециевидной 

функции или их некоторой комбинации; 

– S-образную (S-shape), предполагающую представление функции 

принадлежности в форме некоторой S-образной, Z-образной или              

П-образной кривой. 
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В программе fuzzyTECH предусмотрены различные методы 

фаззификации входных переменных, которые может выбирать 

пользователь, исходя из специфики решаемой задачи. В программе 

fuzzyTECH возможны следующие реализации логических операций:  

– для логического нечеткого И используется операция min: 

– логического нечеткого ИЛИ – операция max; 

– логического отрицания НЕ – операция разности. 

Для получения интегральных заключений правил нечетких 

продукций (аккумуляции) можно воспользоваться одним из 

следующих методов: 

– обычным (max), при котором результат нечеткого вывода в 

блоке n нечетких продукций определяется как объединение нечетких 

множеств по формуле max; 

– граничной суммы (bsum), при котором результат нечеткого 

вывода в правиле нечетких продукций определяется как объединение 

нечетких множеств по формуле ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).A B A B A Bx x x x x         

В проектах fuzzyTECH могут быть использованы различные 

методы дефаззификации выходных переменных. При этом 

пользователю предоставляется возможность выбора одного из 

следующих методов дефаззификации: 

– стандартного (Center-of-Maximum, или сокращенно СоМ), в 

программе fuzzyTECH метод дефаззификации СоМ работает 

аналогично методу центра тяжести CoG; 

– центра площади (Centre-of-Area, или сокращенно СоА); 

– среднего максимума (Mean-of-Maximum, или сокращенно 

МоМ), который определяется как арифметическое среднее между 

левым и правым модальными значениями, при этом в качестве моды 

нечеткого множества рассматривается максимальное значение его 

функции принадлежности; 

– гиперцентра максимума (Hyper Center-of-Maximum, или 

сокращенно НурегСоМ), который может быть использован только в 

дополнительных модулях программы fuzzyTECH. Этот метод 

позволяет учитывать положительные и отрицательные результаты 

нечетких выводов и в соответствии с этим формирует некоторое 

оптимальное значение для выходных переменных. 

Подробное описание пакета fuzzyTECH и методов его 

использования представлено в [5]. 
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7.3. Программная система Fexcel (Fuzzy for Excel) 

Программная система Fexcel, предназначенная для решения ана-

литических задач в условиях неопределенности, является программной 

надстройкой для широко распространенной электронной таблицы 

Microsoft Excel. Это четвертая версия программного обеспечения, раз-

работанная консалтинговой группой INEX-FT (Украина). Fexcel осно-

ван на использовании авторских алгоритмов нечеткой технологии для 

решения аналитических задач в условиях неопределенности. С помо-

щью Fexcel пользователь может решать три типа аналитических задач: 

 любые расчеты с использованием нечетких чисел;  

 задачи оценки и классификации альтернатив (задачи соотне-

сения альтернатив к описанным классам);  

 задачи прогнозирования.  

Fexcel решает первый тип задач с использованием алгоритма 

арифметических операций в соответствии с принципом максимума эн-

тропии решения, второй тип задач – с применением нечетких мно-

жеств и нечетких мер. Здесь Fexcel обеспечивает создание сетевой 

структуры критериев оценки и классификации. Третий тип задач 

Fexcel решает, используя алгоритм прогноза совместного влияния со-

бытий. Это принципиально новый алгоритм прогноза. Он отличается 

от широко распространенных алгоритмов тем, что использует инфор-

мацию о событиях, которые произошли в прошлом и ожидаются в бу-

дущем. 

Fexcel создан как обычная надстройка программного обеспече-

ния Microsoft Excel и не требует специальных знаний нечеткой мате-

матики. Работа Fexcel скрыта от пользователя, который, однако, дол-

жен понимать природу неопределенности в аналитической задаче и 

иметь некоторые навыки интерпретации нечетких чисел. 

Fexcel содержит ряд функций и инструментов (макроопределе-

ний). Функции Fexcel обеспечивают создание нечетких чисел и различ-

ные операции с ними, а также широкий спектр операций с нечеткими 

множествами и нечеткими мерами. Большинство функций работает как 

с нечеткими, так и с обычными числами. Правила вызова и использова-

ния функций Fexcel традиционны. Инструменты Fexcel осуществляют 

визуальный анализ результатов расчетов (включая 3D графику), а также 

решение задачи прогнозирования и вспомогательных задач. 

Fexcel имеет полную и ограниченную версии. Ограниченная 

версия отличается от полной только диапазоном ячеек (A1:F6), в ко-

торых Fexcel поддерживает выполнение функций и инструментов. 
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Основы построения и ограничения 

Fexcel представляет нечеткие числа в виде двух массивов, ко-

торые имеют 21 элемент. Носитель нечеткого числа – это массив по-

следовательно возрастающих чисел: от минимального до макси-

мального значения; функция принадлежности – это массив значений 

уверенности.  

Fexcel представляет традиционные числа так же, как нечеткие 

числа. Для традиционного числа все элементы носителя равны этому 

числу, а все элементы функции принадлежности равны, кроме одно-

го элемента, который равен единице, т. е. традиционное число явля-

ется частным случаем нечеткого числа.  

Fexcel имеет следующие ограничения на числа:  

 числа, модуль которых меньше чем 10–10, трактуются как 

ноль;  

 числа, модуль которых больше чем 1016, являются недопу-

стимыми.  

В ячейке рабочего листа Fexcel отображает характеристику не-

четкого числа, которая установлена пользователем с помощью ин-

струмента Options. Эти настройки являются глобальными установ-

ками Fexcel. При их изменении Fexcel принудительно пересчитывает 

все открытые рабочие книги. На малопроизводительных компьюте-

рах пересчет может выполняться долгое время. Поэтому изменение 

настроек рекомендуется делать нечасто. Если пользователь хочет 

отобразить разные характеристики в различных ячейках, он может 

воспользоваться вспомогательной функцией FuzzyGetParameter.  

Все функции возвращают в ячейку значение характеристики 

нечеткого числа, которая указана в опциях. В случае ошибок функ-

ции Fexcel возвращают #ERROR. Исключением служит функция 

FuzzyFormula, которая может возвращать несколько отрицательных 

значений от –1 до –7 в зависимости от типа ошибки. Некоторые 

функции Fexcel не допускают использования других функций в ка-

честве аргументов. 

Инструменты Fexcel вызываются с помощью меню Fuzzy и па-

нели инструментов Fuzzy tools. Fexcel хранит нечеткие числа в ячей-

ках скрытого рабочего листа и автоматически добавляет скрытые 

листы в рабочую книгу. После переименования рабочего листа поль-
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зователь обязательно должен сохранить рабочую книгу. Только при 

этом условии Fexcel гарантирует корректную работу. 

Пользователь не должен использовать имена рабочих листов, 

которые содержат пробелы, знаки арифметических операций и дру-

гие нехарактерные символы. В противном случае Fexcel не гаранти-

рует корректную работу. 

Fexcel поддерживает систему ячеек памяти, которые содержат 

нечеткие числа и сохраняются в двоичных файлах. Ячейки памяти 

могут использоваться для связи между рабочими книгами и играть 

роль базы данных с нечеткими числами. Для работы с ячейками па-

мяти Fexcel имеет функции FuzzySetCell и FuzzyGetCell. Однако ос-

новное назначение ячеек памяти состоит в обеспечении обмена дан-

ными с другими приложениями нечеткой технологии.  

Разработчики гарантируют корректную работу Fexcel только в 

среде Microsoft Windows '98, Microsoft Excel '97 и выше. Fexcel мо-

жет конфликтовать с некоторыми надстройками для Microsoft Excel. 

Однако эта ситуация встречается очень редко. 

Fexcel использует графическую библиотеку opengl32.dll. При 

отображении нечетких процессов корректная работа Fexcel может 

нарушаться из-за несовместимости различных версий этой графиче-

ской библиотеки. Некорректная работа библиотеки наблюдается 

также при нарушениях в программном обеспечении видеоадаптера.  

Некоторые антивирусные программы и операционные системы 

семейства Windows NT контролируют запуск макросов и внешних 

процессов из среды Microsoft Excel. При возникновении проблем с 

запуском Fexcel в таких системах необходимо обратиться к систем-

ному администратору или самостоятельно уточнить параметры до-

ступа. 

Пользователь должен осторожно применять функции рандоми-

зации совместно с Fexcel. Некоторые из функций генерируют слу-

чайное число в ячейке при любом изменении на рабочем листе. 

Fexcel использует некоторые возможности Microsoft Excel, основан-

ные на использовании фоновых процессов. Поэтому в расчетах, в ко-

торых в начале цепочки вычислений стоит ячейка с функцией ран-

домизации, могут возникать нарушения синхронизации вычислений. 

Это приводит к зацикливанию вычислений. 
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Функции Fuzzy for Excel 

Функции для задания нечетких чисел вызываются традиционны-

ми средствами Microsoft Excel. Кроме того, Fexcel дает возможность 

задать их с помощью инструмента Show numbers. Инструмент вызы-

вается из меню Fexcel или панели Fexcel. Однако инструмент не поз-

воляет задавать нечеткие числа в зависимости от содержания других 

ячеек. 

Функции обработки нечетких данных обеспечивают: 

 преобразование нечетких данных с помощью арифметических 

операций;  

 преобразование нечетких данных с помощью логических опе-

раций;  

 изучение результатов обработки нечетких данных.  

Эти функции вызываются традиционными средствами Microsoft 

Excel. 

Вспомогательные функции Fexcel предназначены для автомати-

зации операций с нечеткими числами, которые наиболее часто при-

меняются на практике. Функции используют в качестве одного из па-

раметров ссылку на ячейку, в которой предварительно сформировано 

нечеткое число. Функции допускают также ссылку на ячейки с тради-

ционными числами. В случае ошибки все функции возвращают 

#ERROR.  

 

Функции для задания нечетких чисел  

FuzzyFigure (Minimum, Maximum, Level, Figure). Minimum, 

Maximum – это диапазон носителя нечеткого числа. Level – макси-

мальная высота функции принадлежности. Figure – форма функции 

принадлежности:  

– Trapezium, 

– LeftTrapezium, 

– RightTrapezium, 

– Rectangle, 

– Triangle, 

– LeftTriangle, 

– RightTriangle. 

Функция задает нечеткое число в виде геометрической фигуры. 
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FuzzyInterval (Minimum, Maximum) – это диапазон носителя 

нечеткого числа. Функция задает нечеткое число в виде интервала 

[Minimum, Maximum]. Такое число моделирует полную неопределен-

ность.  

FuzzyNear (Number). Функция задает нечеткое число в виде 

окрестности числа Number. 

FuzzyNearAndLessTo (Number, Maximum). Функция задает 

нечеткое число в виде окрестности числа Number, которая ограничена 

справа до числа Maximum. 

FuzzyNearAndMoreTo (Number, Minimum). Функция задает 

нечеткое число в виде окрестности числа Number, которая ограничена 

слева до числа Minimum. 

FuzzyLessThan (Number). Функция задает нечеткое число с се-

мантикой «меньше, чем Number». 

FuzzyMoreThan (Number). Функция задает нечеткое число с 

семантикой «больше, чем Number». 

FuzzyLessThanTo (Number, Minimum). Функция задает нечет-

кое число с комбинацией семантик «меньше, чем Number до 

Minimum». 

FuzzyMoreThanTo (Number, Minimum). Функция задает не-

четкое число с комбинацией семантик «больше, чем Number до 

Minimum». 

FuzzyNearFirstOrSecond (NumberOne; NumberTwo). Функция 

задает нечеткое число в виде присоединенных друг к другу окрестно-

стей числа NumberOne и числа NumberTwo. При перестановке чисел 

результат не изменяется. 

FuzzyNearFromTo (Minimum, Maximum). Функция задает не-

четкое число в виде объединения окрестностей числа Minimum и чис-

ла Maximum. Результат объединения всегда является выпуклым. 

FuzzyMakeFromStatistic (CellsRange). Функция задает нечет-

кое число как распределение статистической возможности. В основу 

преобразования статистических данных в нечеткое распределение по-

ложены алгоритмы, которые базируются на взаимосвязи распределе-

ний вероятности и возможности. Границы диапазона нечеткого числа 

определяются в соответствии с минимальным и максимальным чис-

лами в статистическом ряде. 

FuzzyHand («SN», «SF»). Функция позволяет задать нечеткое 

число произвольной формы. Строка SN описывает носитель нечетко-
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го числа, а строка SF – функцию принадлежности нечеткого числа. 

Строки содержат последовательность чисел, которые разделены сим-

волом ";". Этот символ должен стоять также после последнего числа в 

строке. Количество чисел в строках составляет более двух и менее 21 

и должно совпадать в обеих строках. 

FuzzyHandFromCells (Numbers, Functions). Функция позволяет 

задать нечеткое число произвольной формы. Диапазон ячеек Numbers 

описывает носитель нечеткого числа, а диапазон ячеек Functions – 

функцию принадлежности нечеткого числа. Количество чисел в диа-

пазонах – более двух и менее 21. Количество чисел в обоих диапазо-

нах должно совпадать. 

 

Функции обработки нечетких данных  

FuzzySum (FuzzyNumbers). Функция суммирует нечеткие и 

традиционные числа из диапазона ячеек FuzzyNumbers. 

FuzzyProduct (FuzzyNumbers). Функция перемножает нечеткие 

и традиционные числа из диапазона ячеек FuzzyNumbers. 

FuzzyAverage (FuzzyNumbers). Функция вычисляет среднее 

арифметическое нечетких и традиционных чисел из диапазона ячеек 

FuzzyNumbers. 

FuzzyConvolution (FuzzyNumbers, Factors). Функция вычисля-

ет среднее арифметическое нечетких и традиционных чисел из диапа-

зона ячеек FuzzyNumbers с учетом весовых коэффициентов Factors. 

Количество чисел в обоих диапазонах должно быть одинаковым. 

FuzzyGetDiscount (FuzzyNumber, Discount, Degree). Функция 

дисконтирует число FuzzyNumber с дисконтом Discount и периодом 

дисконтирования Degree. 

FuzzyFormula (A). Функция выполняет произвольную последо-

вательность арифметических операций с нечеткими числами. А – это 

арифметическое выражение из ячеек с традиционными и нечеткими 

числами, а также из обычных чисел. Работа функции основана на 

синтаксическом анализе выражения А. Функция поддерживает все 

традиционные правила выполнения арифметических операций, для 

нечетких чисел эти правила допускают: 

 деление числа на нечеткий ноль;  

 возведение числа в нечеткую степень, которая должна быть 

только целым числом.  
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В случае успешного завершения функция FuzzyFormula создает 

нечеткое число, т. е. результат заданной последовательности арифме-

тических операций. При обнаружении ошибки функция возвращает 

одно из следующих чисел: 

– синтаксическая ошибка в записи формулы;  

– нарушение правил выполнения арифметических операций; 

– неверная ссылка на ячейку;  

– ссылка на пустую ячейку;  

– ссылка на ячейку, которая содержит ошибочную функцию;  

– нераспознанное имя ячейки;  

– системная ошибка или нарушение целостности Fexcel.  

FuzzyMax (Numbers). Функция объединяет несколько нечетких 

чисел из диапазона Numbers. 

FuzzyMin (Numbers). Функция вычисляет пересечение несколь-

ких нечетких чисел из диапазона Numbers. 

FuzzyEquivalenceSets (SetA, SetB). Функция вычисляет меру сов-

падения двух множеств из диапазонов SetA и SetB. Указанные множе-

ства трактуются как множества, которые содержат только 0 или 1. Мера 

совпадения – это число, которое является отношением размера пере-

сечения к размеру объединения этих двух множеств. Размеры мно-

жеств могут быть не равны друг другу. В этом случае меньшее мно-

жество дополняется нулями до размера большего. 

FuzzyComplementation (FuzzyNumber). Функция обращает 

функцию принадлежности нечеткого числа FuzzyNumber. 

FuzzyDegreeFunction (FuzzyNumber, Degree). Функция возво-

дит в степень Degree функцию принадлежности нечеткого числа 

FuzzyNumber. Эта функция используется для сжатия и растяжения 

функции принадлежности без изменения носителя нечеткого числа. 

FuzzyIntersection (FuzzyX1, FuzzyY1, FuzzyX2, FuzzyY2, 

Coord). Функция возвращает значение одной из координат точки пе-

ресечения двух нечетких кривых, которые описаны отрезками с не-

четкими координатами. Диапазон ячеек FuzzyX1 описывает множе-

ство координат X точек на горизонтальной оси для первой кривой. 

Диапазон ячеек FuzzyY1 описывает множество координат Y точек на 

вертикальной оси для первой кривой, диапазоны FuzzyX2 и FuzzyY2 – 

аналогичные величины для второй кривой. Параметр Coord – это 

ячейка, содержащая символ «X» или символ «Y». Этот параметр 

определяет координату точки пересечения, которую функция возвра-

тит в ячейку. Функция может быть использована для моделирования 
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кривых спроса и предложения в маркетинговых исследованиях. Она 

возвращает #ERROR в случае, если кривые параллельны. 

FuzzyIntegral (FuzzyNumber, FuzzyMeasure). Функция рассчи-

тывает нечеткий интеграл на дискретном числовом множестве в слу-

чае, когда нечеткая мера FuzzyMeasure и функция принадлежности 

FuzzyNumber заданы нечеткими числами. 

FuzzyIntegralSemantic (Func, Measure). Функция рассчитывает 

нечеткий интеграл на дискретном лингвистическом множестве от 

функции Func по нечеткой мере Measure. Функция принадлежности и 

нечеткая мера задаются как лингвистические множества в виде диапа-

зонов ячеек. Размерности диапазонов должны быть равны. 

FuzzyIntegralSemanticFS (Func, Measure, FuzzySet). Функция 

рассчитывает нечеткий интеграл на нечетком дискретном множестве 

FuzzySet от функции принадлежности Func по нечеткой мере Measure. 

Нечеткое множество, функция принадлежности и нечеткая мера за-

даются как лингвистические множества в виде диапазонов ячеек. Раз-

мерности диапазонов должны быть равны. Функция эквивалентна 

функции FuzzyIntegralSemantic при условии, что принадлежность всех 

элементов нечеткого множества FuzzySet равна единице. Разница 

между функциями FuzzyIntegralSemantic и FuzzyIntegralSemanticFS 

состоит в том, что вторая функция перед интегрированием «ограни-

чивает» подынтегральную функцию с помощью функции принадлеж-

ности нечеткого множества FuzzySet.  

FuzzyIntegralSemanticExtFS (Func, FuzzySet, FuncOmega, 

MeasOmega, Matrix). Функция рассчитывает нечеткий интеграл на 

нечетком дискретном множестве FuzzySet от функции принадлежно-

сти Func по расширенной нечеткой мере. Она возвращает значение 

интеграла от функции Func на нечетком множестве FuzzySet по не-

четкой мере, которая формируется с помощью нечеткого интеграла от 

функции FuncOmega на индексированном нечетком множестве Matrix 

по нечеткой мере MeasOmega. Параметры Func, FuzzySet, FuncOmega, 

MeasOmega задаются в виде диапазонов ячеек. Размерности диапазо-

нов Func и FuzzySet должны быть равны. Размерности диапазонов 

FuncOmega и MeasOmega тоже должны быть одинаковыми. Параметр 

Matrix задается матрицей, у которой количество столбцов равно раз-

мерности параметра Func, а количество строк – размерности парамет-

ра FuncOmega. Эта функция эквивалентна нечеткому интегралу Суге-

но по нечеткой мере, которая задана в другом пространстве. Матрица 

Matrix обеспечивает связь между пространствами. 
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FuzzyGetLambdaParameter (Measure). Функция возвращает 

значение параметра нормировки нечеткой меры Measure, которую 

необходимо задать в виде диапазона ячеек. 

FuzzyGetBearer (FuzzyNumber, Number). Функция возвращает 

значение носителя нечеткого числа FuzzyNumber с заданным номером 

Number. Параметр Number должен находиться в диапазоне от 0 до 20. 

FuzzyGetNumbers (FuzzyNumber, Level, Character). Функция 

возвращает максимальное или минимальное значение носителя не-

четкого числа FuzzyNumber для заданного уровня уверенности Level. 

Параметр Character определяет характеристику, которая должна быть 

возвращена функцией: 1 – минимальное значение; 2 – максимальное 

значение. Функции FuzzyGetBearer и FuzzyGetNumbers могут исполь-

зоваться в расчетах, отражающих пессимистическую и оптимистиче-

скую точки зрения. 

FuzzyGetParameter (FuzzyNumber, Level, Character). Функция 

возвращает характеристику нечеткого числа FuzzyNumber по уровню 

уверенности Level. Параметр Character определяет характеристику, 

которая должна быть возвращена функцией: 1 – число с максималь-

ным уровнем уверенности; 2 – центр тяжести; 3 – максимальное чис-

ло на уровне уверенности; 4 – минимальное число на уровне уверен-

ности; 5 – диапазон значений. Функция FuzzyGetParameter полезна в 

случаях, когда для анализа или для использования в расчетах необхо-

димо иметь значения разных параметров нечеткого числа. 

FuzzyGetMembership (FuzzyNumber, Number). Функция воз-

вращает значение уверенности носителя нечеткого числа 

FuzzyNumber по заданному номеру элемента носителя Number. Зна-

чение параметра должно находиться в диапазоне [0, 20]. 

FuzzyGetLevel (FuzzyNumber, Number). Функция возвращает 

уровень уверенности одного из значений Number нечеткого числа 

FuzzyNumber. Параметр Number определяет номер дискреты нечетко-

го числа и должен находиться в диапазоне [0, 20]. Функции 

FuzzyGetLevel и FuzzyGetMembership могут использоваться для полу-

чения отдельных значений уверенности из нечеткого числа, напри-

мер, для построения графиков, отображающих пессимистическую и 

оптимистическую точки зрения. 

FuzzyGetNumberForRisk (Level, FuzzyNumber). Функция воз-

вращает значение носителя функции риска нечеткого числа 

FuzzyNumber на уровне Level. 
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FuzzyGetRiskLessThan (FuzzyNumber, Number). Функция рас-

считывает риск того, что нечеткое число FuzzyNumber окажется 

меньше заданного числа Number. 

FuzzyGetRiskMoreThan (FuzzyNumber, Number). Функция 

рассчитывает риск того, что нечеткое число FuzzyNumber окажется 

больше заданного числа Number. 

 

Вспомогательные функции  

FuzzyCopy (Number). Функция копирует нечеткое число из 

ячейки, указанной параметром Number. 

FuzzySetCell (FileName, CellName, Time, Number). Функция 

копирует нечеткое число из ячейки рабочего листа Number в нечет-

кую ячейку памяти под именем CellName из файла FileName. Ячейка 

из файла индексируется номером Time. Параметр FileName – это 

строка с именем файла нечетких ячеек памяти. Параметр CellName – 

строка с именем ячейки из этого файла. Параметр Time должен быть 

целым числом, которое больше 0. В функции FuzzySetCell параметр 

FileName задается пустой строкой. В этом случае по умолчанию ис-

пользуется имя файла Fexcel2.fcl, который располагается в директо-

рии «…\Windows\System». Если файл, указанный этим параметром, 

не существует, то он создается автоматически. Нечеткая ячейка памя-

ти, указанная параметром CellName, может уже существовать. В этом 

случае функция заменяет ее содержимое. В противном случае функция 

создает нечеткую ячейку памяти автоматически. Если в указанной не-

четкой ячейке памяти указанного индекса не существует, то автомати-

чески создается ряд индексов, начиная с последнего существующего и 

заканчивая индексом, который указан при вызове функции. 

FuzzyGetCell (FileName, CellName, Time). Функция копирует 

нечеткое число из нечеткой ячейки памяти под именем CellName из 

файла FileName в текущую ячейку рабочего листа. Ячейка из файла 

индексируется номером Time. Параметр FileName – это строка с име-

нем файла нечетких ячеек памяти. Параметр CellName – строка с 

именем ячейки из этого файла. Параметр Time должен быть целым 

числом, которое больше 0. Если указанного индекса не существует, 

нечеткое число берется из ближайшего индекса. 

Нечеткие ячейки памяти представляют собой совокупность не-

четких чисел, которые проиндексированы номерами от 0 и больше. 
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Эти индексы могут использоваться для моделирования временных 

процессов. Параметр Time указывает, из какого временного индекса 

ячейки необходимо взять нечеткое число.  

 

Инструменты Fuzzy for Excel 

Инструменты Fexcel обеспечивают интерактивное задание и 

просмотр, а также документирование нечетких чисел, управление 

отображением параметров нечетких чисел в ячейках рабочего листа и 

вызов системы помощи. 

Доступ к инструментам обеспечивается с помощью меню Fuzzy 

и панели Fuzzy tools, которые автоматически подключаются к 

Microsoft Excel при инсталляции Fexcel. 

Инструменты Fexcel обеспечивают: 

 визуализацию и задание нечетких чисел, расположенных в 

ячейках рабочего листа (рис. 7.3); 

 просмотр нечеткого процесса;  

 подготовку диаграмм для их построения средствами Microsoft 

Excel; 

 опции;  

 пересылку нечетких чисел в нечеткие ячейки памяти;  

 расчет влияния факторов;  

 задание времени влияния факторов. 

 

 

Рис. 7.3. Экранная форма Fexcel 
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Просмотр и задание нечетких чисел  

Инструмент вызывается кнопкой Show на панели инструментов. 

Он реализован в виде блока диалога, который позволяет: 

 анализировать нечеткие числа в выделенных ячейках рабочего 

листа;  

 создавать нечеткие числа в интерактивном режиме без ис-

пользования соответствующих функций Fexcel;  

 сохранять изображения нечетких чисел в буфере обмена 

Clipboard.  

Перед вызовом инструмента пользователь должен выделить од-

ну или несколько ячеек на рабочем листе. В зависимости от содержа-

ния выделенных ячеек блок диалога выполнит следующие операции: 

 для ячеек с нечеткими или обычными числами блок диалога 

обеспечит визуализацию и анализ чисел;  

 для пустых ячеек, а также ячеек, содержащих функцию 

FuzzyHand, блок диалога обеспечит создание нечетких или обычных 

чисел (в нечетком представлении) с помощью кнопки «Установить».  

Блок диалога разделен на две части. Левая часть блока предна-

значена для визуализации чисел и их анализа, правая – для создания 

чисел с помощью элементов управления, которые работают анало-

гично функциям для задания нечетких чисел.  

Левая часть блока диалога 

В верхней части расположена панель инструментов с кнопками: 

 «Показать риск-функцию» – включает режим отображения 

риск-функции нечеткого числа. В этом режиме коррекция нечетких 

чисел не допускается.  

 «Скопировать в Clipboard» – копирует график нечеткого числа 

в буфер обмена Windows.  

 «Показать все сразу» – включает показ всех нечетких чисел 

(из всех закладок блока) одновременно. В этом режиме коррекция не-

четких чисел не допускается.  

 «Линии/Столбцы» – переключает отображение нечетких чи-

сел в виде линий или столбцов.  

 «Сетка» – включает отображение сетки на графике.  

 «Метки» – включает отображение меток со значениями функ-

ции принадлежности для каждой дискреты нечетких чисел.  
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Если кнопка «Показать все сразу» не нажата, то график отобра-

жает нечеткое число из текущей закладки. В этом случае таблица, 

расположенная ниже панели инструментов, отображает параметры 

нечеткого числа. Первая строка отображает значение числа, вторая – 

значение функции принадлежности: 

«ЦТ» – центр тяжести нечеткого числа;  

«Макс. ФП» – максимум функции принадлежности нечеткого 

числа;  

«Мин. по ур.» – минимум функции принадлежности на задан-

ном уровне уверенности;  

«Макс. по ур.» – максимум функции принадлежности на задан-

ном уровне уверенности;  

«Разн. по ур.» – разность между максимумом и минимумом 

функции принадлежности на заданном уровне уверенности;  

«Тек.» – значение носителя и функции принадлежности, которое 

соответствует положению курсора мыши на графике.  

На панели инструментов также расположено текстовое окно 

«Уровень», позволяющее установить вручную величину уровня уве-

ренности, который отображен на графике горизонтальной линией. В 

соответствии с этим уровнем блок диалога рассчитывает параметры 

нечеткого числа, отображенные в таблице. Изменение уровня уверен-

ности автоматически вызывает пересчет параметров нечеткого числа. 

Правая часть блока диалога 

Правая часть блока диалога включает график «Предварительный 

просмотр» и три страницы для задания нечетких чисел.  

1. Страница «Семантика» обеспечивает задание нечетких чисел 

в соответствии с семантической трактовкой. Для задания нечеткого 

числа пользователь должен установить сначала величину носителя в 

текстовых окнах с меткой «Носитель», затем выбрать вид семантики 

и нажать кнопку «Построить». После этого на графике «Предвари-

тельный просмотр» будет построено нечеткое число, максимум функ-

ции принадлежности которого равен единице. Для присвоения этого 

числа числу, которое расположено на графике в левой части блока 

диалога, пользователь должен нажать кнопку «Применить». Перечень 

видов семантики соответствует функциям задания нечетких чисел. 

2. Страница «Фигуры» позволяет задать нечеткие числа в виде 

геометрических фигур (смотрите функцию FuzzyFigure). Для задания 

нечеткого числа пользователь должен установить сначала величину 
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носителя в текстовых окнах с меткой «Носитель», затем выбрать вид 

геометрической фигуры и нажать кнопку «Построить». После этого 

на графике «Предварительный просмотр» будет построено нечеткое 

число. Максимум функции принадлежности этого нечеткого числа 

пользователь может установить с помощью текстового окна с меткой 

«Уровень». Для присвоения этого числа числу, расположенному на 

графике в левой части блока диалога, пользователю следует нажать 

кнопку «Применить». Перечень видов геометрических фигур также 

соответствует функциям задания нечетких чисел. 

3. Страница «Операции» выполняет две унарные операции над 

нечеткими числами: обращение функции уверенности; возведение 

функции уверенности в заданную степень.  

Кроме того, страница «Операции» обеспечивает ускоренное за-

дание формы нечеткого числа вручную. Для этого пользователь не 

обязательно должен задавать величину уверенности для каждой дис-

креты нечеткого числа. На графике он может задать величину уверен-

ности только для нескольких дискрет, например, с помощью мыши и 

затем нажать кнопку «Аппроксимация». В этом случае блок диалога 

автоматически рассчитает величины уверенности для дискрет, кото-

рые равны нулю. Расчет выполняется по правилам линейной аппрок-

симации. Кнопка «Очистка» используется для обнуления функции 

принадлежности нечеткого числа.  

Пользователь может закрыть блок диалога двумя кнопками: 

«Закрыть» и «Установить». Первая кнопка закрывает блок без изме-

нения ячеек, которые были выделены перед вызовом блока, вторая 

закрывает блок и автоматически заполняет пустые ячейки из группы 

выделенных ячеек нечеткими числами, которые были сформированы 

пользователем. Блок диалога сохраняет эти нечеткие числа с помо-

щью функции FuzzyHand. 

 

Просмотр нечеткого процесса  

Инструмент реализован в виде блока диалога и вызывается 

кнопкой «Show3D». Он показывает последовательность нечетких чи-

сел в виде нечеткого процесса (рис. 7.4). С помощью инструмента 

пользователь может исследовать изменение во времени любого пара-

метра и анализировать изменение формы и размытости параметра. 

Перед вызовом блока диалога пользователь должен выделить одну 

или несколько ячеек с нечеткими или традиционными числами.  
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Рис. 7.4. Визуализация процесса решения в Fexcel 

 

Блок диалога имеет две части: графическую и инструментальную. 

Графическая часть предназначена для визуализации последова-

тельности чисел и их анализа. Она отображает нечеткие числа в виде 

трехмерной поверхности в системе следующих координат: 

 X – это ось, где расположены носители нечетких чисел;  

 Y – ось, на которой строятся функции принадлежности нечет-

ких чисел;  

 Z – ось с расположенными на ней нечеткими числами.  

Оси графика масштабируются автоматически. Инструменталь-

ная часть предназначена для управления графической частью и вы-

полняет следующие функции: 

 изменение масштаба графика, перемещение графика вдоль 

осей, его вращение вокруг осей (группа «Размеры и положение»);  

 отображение и изменение положения секущих плоскостей 

(группа «Секущие»);  

 цветовые настройки поверхности, осей, сетки, текста и фона 

графика (группа «Цвета»);  

 изменение режимов и степени закраски поверхности, отобра-

жение сетки на поверхности, копирование изображения в Clipboard 

(группа «Поверхности»);  

 изменение параметров осей (группа «Оси»).  

Блок диалога закрывается кнопкой «Закрыть». 
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Подготовка диаграмм Microsoft Excel 

Встроенные инструменты Fexcel документируют нечеткие числа 

в виде изображений. Такие изображения теряют связь с источником 

данных после построения. Поэтому при пересчете изображения не 

изменяются автоматически при изменении данных на рабочих листах. 

Этот инструмент помогает пользователю подготовить данные для по-

строения стандартных диаграмм Microsoft Excel, которые поддержи-

вают автоматическую перестройку графиков при пересчете данных на 

рабочем листе. 

Fexcel сохраняет нечеткие числа в виде строк. Диаграммы 

Microsoft Excel требуют для отображения два диапазона ячеек, со-

держащих элементы носителя и функции принадлежности (рис. 7.5). 

Этот инструмент преобразует строку с нечетким числом в эти два 

диапазона. Инструмент выполняет преобразование с помощью функ-

ций FuzzyGetBearer и FuzzyGetMembership, которые записывают дан-

ные в ячейки диапазона. 

 

 

Рис. 7.5. Подготовка диаграмм в Fexcel 

 

Инструмент вызывается кнопкой «Prepare excel diagramm» с по-

мощью панели инструментов или меню. Перед вызовом инструмента 

пользователь должен выделить ячейки с нечеткими числами, которые 

необходимо отобразить. Fexcel вызывает блок диалога, в котором 

пользователь должен установить: 

 точность представления чисел (Full означает, что диапазон 

ячеек будет содержать 21 ячейку, Short означает, что диапазон ячеек 

будет содержать 11 ячеек);  

 компоненты нечетких чисел, которые требуется визуализиро-

вать (Carrier или Membership или и то и другое);  

 рабочий лист, куда будут помещены данные для построения 

диаграмм.  
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При закрытии блока диалога кнопкой ОK инструмент помещает 

функции FuzzyGetBearer и FuzzyGetMembership в конце использован-

ной области рабочего листа, затем выделяет автоматически подготов-

ленный диапазон ячеек. Пользователю остается лишь вызвать стан-

дартный мастер диаграмм. 

 

Опции 

Опции Fexcel предназначены для установки параметра нечетко-

го числа, который отображается в ячейке рабочего листа. Опции вы-

зываются кнопкой «Options» из панели инструментов или меню. В 

блоке диалога пользователь должен определить параметр, значение 

которого Fexcel будет отображать в ячейке: 

 носитель, соответствующий максимуму функции принадлеж-

ности;  

 носитель, соответствующий центру тяжести нечеткого числа;  

 максимум на заданном уровне уверенности;  

 минимум на заданном уровне уверенности.  

Два последних параметра рассчитываются в соответствии с 

установленным уровнем уверенности. Пользователь должен устанав-

ливать значение уровня исходя из реалистичности оценок. Если поль-

зователь склонен к оптимизму, то уровень 0,6 – 0,9 считается наибо-

лее целесообразным. Если пользователь склонен к пессимизму, то 

необходимо использовать уровень меньше 0,6. 

 

Пересылка нечетких чисел в ячейки памяти  

Инструмент предназначен для принудительной пересылки не-

четких чисел из ячеек активного рабочего листа в нечеткие ячейки 

памяти Fexcel и служит для обмена данными с другими приложения-

ми, использующими нечеткую технологию. 

 

Расчет влияния факторов  

Расчет влияния факторов – одна из самых существенных дора-

боток Fexcel, которая позволяет увеличить возможности Fexcel отно-

сительно решения аналитических задач. Идея инструмента заключа-

ется в следующем. 
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Предположим, что некоторый временной процесс протекает и в 

прошлом, и в будущем. Он анализируется по одному обобщенному 

критерию. Например, критериями могут быть обменные курсы валют 

или котировки ценных бумаг предприятий. Факторы (события) воз-

действуют на этот процесс. Сила воздействия измеряется как прира-

щение в относительном диапазоне от –10 до +10. Величина –10 озна-

чает, что фактор вызывает самое сильное падение критерия. Величина 

+10 показывает, что фактор вызывает самое сильное увеличение кри-

терия.  

Информация о факторах имеет некоторое доверие. Если в один 

и тот же момент времени действуют несколько факторов, то инстру-

мент рассчитывает их влияние с учетом важностей этих факторов. 

Сила влияния фактора во времени также может быть непостоянна. 

Например, она может быть описана трапецией, когда фактор посте-

пенно набирает силу и теряет ее. 

Таким образом, факторы имеют следующие характеристики: 

 наименование фактора;  

 направление влияния фактора (+ или –);  

 сила влияния фактора (от 0 до 10);  

 доверие к информации о факторе, которое можно также трак-

товать как возможность появления фактора (от 0 до 1);  

 важность фактора (от 0 до 1);  

 начало влияния фактора;  

 начало влияния фактора в полную силу;  

 окончание влияния фактора в полную силу;  

 окончание влияния фактора.  

Инструмент рассчитывает совместное влияние факторов на кри-

терий процесса. Результат влияния представляется как совокупность 

нечетких чисел с носителем от –10 (максимальное уменьшение) до 

+10 (максимальное увеличение). Пользователь может рассчитать вли-

яние факторов в абсолютных величинах, используя дополнительно 

начальное значение критерия и коэффициент для преобразования 

шкалы [–10; +10] в абсолютный диапазон изменения критерия. 

Перед использованием инструмента пользователь должен сфор-

мировать таблицу с параметрами факторов в указанной последова-

тельности. Параметры факторов указывают слева направо, т. е. в 

столбцах. Между столбцами не должно быть разрывов. Если не задан 
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хотя бы один параметр фактора, инструмент не учитывает фактор. 

Число факторов должно быть больше двух. Перед использованием 

инструмента пользователю необходимо выделить всю таблицу факто-

ров, исключая наименование фактора. Инструмент вызывается кноп-

кой «Рассчитать влияние факторов» или с помощью меню. После вы-

зова инструмента Fexcel вызывает блок диалога (рис. 7.6). 

 

 

Рис. 7.6. Расчет влияния факторов в Fexcel 

 

В блоке диалога пользователь указывает тип оси времени: ли-

нейный или нелинейный. Линейный тип означает, что ось времени 

разделена на одинаковые интервалы времени. Количество и величину 

интервалов пользователь должен задать также в блоке диалога. Метки 

времени определяются в соответствии с указанной начальной датой. 

Нелинейный тип означает, что ось времени должна быть создана 

только из тех моментов времени, которые определены в параметрах 

факторов.  

В блоке диалога пользователь также должен указать место рабо-

чей книги, в которое необходимо поместить результаты расчета. По 

умолчанию инструмент формирует результаты в столбце справа ис-

пользованного диапазона ячеек на активном рабочем листе. 

В результате расчетов инструмент рассчитывает для каждого 

момента времени следующие данные: 

 дату;  

 нечеткое число с носителем от –10 до +10, которое описывает 

тенденцию на указанную дату;  
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 максимум функции принадлежности нечеткого числа;  

 центр тяжести нечеткого числа;  

 минимум на уровне уверенности;  

 максимум на уровне уверенности;  

 разность между максимумом и минимумом.  

 

Задание влияния факторов  

Инструмент предназначен для облегчения задания пользовате-

лем даты и времени влияния факторов. Время действия факторов 

определяется четырьмя моментами времени: 

 началом влияния фактора;  

 началом влияния фактора в полную силу;  

 окончанием влияния фактора в полную силу;  

 окончанием влияния фактора.  

Задание вручную всех перечисленных моментов – процесс дол-

говременный, особенно если факторов много. Поэтому инструмент 

позволяет установить время влияния фактора исходя из нескольких 

предопределенных геометрических форм. В этом случае для задания 

этих четырех моментов времени необходимо определить начальную 

дату, количество интервалов времени (т. е. продолжительность влия-

ния), величину одного интервала и геометрическую форму влияния. 

Инструмент может быть вызван кнопкой «Задать время влияния 

факторов» или с помощью меню. После вызова инструмента Fexcel 

вызывает блок диалога (рис. 7.7). 

 

 

Рис. 7.7. Установка времени действия факторов в Fexcel 
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Перед вызовом инструмента активизируют ячейку рабочего ли-

ста, которая соответствует параметру «Начало влияния фактора». За-

тем пользователь вызывает инструмент. Если какая-либо дата была 

установлена ранее в ячейке, то она будет отображена в текстовом по-

ле «Начальная дата». Если дата не была установлена ранее, то в поле 

инструмент отобразит текущую дату. В блоке диалога пользователь 

должен установить следующие параметры: 

 начальную дату, которая соответствует началу влияния фак-

тора;  

 форму влияния фактора;  

 количество интервалов времени, в течение которых фактор 

будет действовать;  

 величину одного интервала времени.  

При установке количества интервалов времени пользователь 

может использовать блок списка, содержащий несколько предопреде-

ленных значений. При изменении любого параметра блок диалога пе-

ресчитывает время влияния фактора автоматически. Четыре момента 

времени влияния отображаются в соответствующих текстовых полях 

Т1 – Т4. 

 

Перечень и краткая характеристика функций Fuzzy for Excel 

FuzzyAverage вычисляет среднее из нескольких нечетких чисел. 

FuzzyComplementation обращает функцию принадлежности.  

FuzzyConvolution вычисляет свертку нескольких нечетких чи-

сел с учетом весовых коэффициентов.  

FuzzyCopy копирует нечеткое число из одной ячейки рабочего 

листа в другую.  

FuzzyDegreeFunction возводит функцию принадлежности в за-

данную степень.  

FuzzyEquivalenceSets возвращает меру совпадения двух мно-

жеств.  

FuzzyFigure задает число в виде геометрической фигуры.  

FuzzyFormula вычисляет результат арифметических операций.  

FuzzyGetBearer возвращает значение носителя нечеткого числа 

в соответствии с номером дискреты. 

FuzzyGetCell копирует нечеткое число из нечеткой ячейки па-

мяти в ячейку рабочего листа.  
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FuzzyGetDiscount дисконтирует нечеткое число.  

FuzzyGetLevel возвращает значение уверенности носителя числа.  

FuzzyGetMembership возвращает значение уверенности носи-

теля числа в соответствии с номером дискреты. 

FuzzyGetNumberForRisk возвращает число, которое соответ-

ствует заданному уровню риска. 

FuzzyGetNumbers возвращает пару обычных чисел, которые 

соответствуют заданному уровню уверенности. 

FuzzyGetParameter возвращает значение заданного параметра 

нечеткого числа. 

FuzzyGetRiskLessThan возвращает риск того, что нечеткое 

число окажется меньше заданного. 

FuzzyGetRiskMoreThan возвращает риск того, что нечеткое 

число окажется больше заданного. 

FuzzyHand задает число произвольной формы в соответствии с 

параметрами, которые заданы в виде строк. 

FuzzyHandFromCells задает число произвольной формы в соот-

ветствии с параметрами, которые заданы в виде диапазонов ячеек. 

FuzzyIntegral возвращает значение нечеткого интеграла нечет-

кого числа по нечеткой мере, которая описана нечетким числом. 

FuzzyIntegralSemantic возвращает значение нечеткого интегра-

ла функции принадлежности по нечеткой мере на четком множестве.  

FuzzyIntegralSemanticFS возвращает значение нечеткого инте-

грала функции принадлежности по нечеткой мере на нечетком мно-

жестве.  

FuzzyIntegralSemanticExtFS возвращает значение расширенно-

го нечеткого интеграла функции принадлежности по нечеткой мере, 

которая индуцирована в другом пространстве.  

FuzzyGetLambdaParameter возвращает параметр нормировки 

нечеткой меры.  

FuzzyIntersection возвращает координаты пересечения двух не-

четких линий.  

FuzzyInterval задает нечеткое число в виде интервала.  

FuzzyLessThan задает нечеткое число с семантикой «меньше, 

чем...». 

FuzzyLessThanTo задает нечеткое число с семантикой «меньше, 

чем... до...». 
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FuzzyMakeFromStatistic задает число на основе статистической 

выборки. 

FuzzyMax вычисляет объединение нескольких чисел.  

FuzzyMin вычисляет пересечение нескольких чисел.  

FuzzyMoreThan задает нечеткое число с семантикой «больше, 

чем...». 

FuzzyMoreThanTo задает нечеткое число с семантикой «боль-

ше, чем... до...». 

FuzzyNear задает нечеткое число с семантикой «около...». 

FuzzyNearAndLessTo задает нечеткое число с семантикой 

«около... и менее до...». 

FuzzyNearAndMoreTo задает нечеткое число с семантикой 

«около... и более до...». 

FuzzyNearFirstOrSecond задает нечеткое число с семантикой 

«около (... или...)». 

FuzzyNearFromTo задает число типа «около (от... до...)». 

FuzzyProduct вычисляет произведение нескольких чисел.  

FuzzySetCell копирует нечеткое число из ячейки рабочего листа 

в нечеткую ячейку памяти.  

FuzzySum вычисляет сумму нескольких чисел.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

О нечетких множествах стало известно примерно 50 лет назад из 

статьи Л. Заде «FuzzySets» в журнале «Information and Control». Тео-

рия нечетких множеств, встретившая сначала скептическое отноше-

ние, в настоящее время стала эффективным методом моделирования в 

условиях неопределенности в различных задачах, относящихся к са-

мым разнообразным проблемным областям. Популярность теории не-

четких множеств объясняется тем, что нечеткие системы разрабаты-

ваются быстрее, они проще и дешевле четких аналогов. 

Значимость изучения теории нечетких множеств в настоящее 

время будет расти в связи с появлением концепций интернет-вещей и 

цифровой экономики, так как при их реализации необходимы методы 

описания систем, сочетающих число и слово, сигнал и понятие, вос-

приятие и абстракцию, что может быть реализовано в том числе и с 

помощью аппарата нечетких множеств.  

В книге представлен материал, отобранный из большого количе-

ства источников. При этом делается попытка сохранить математиче-

скую строгость изложения в доступной для понимания форме. Теорети-

ческий материал сопровождается задачами, примерами и упражнения-

ми, направленными на его закрепление. Кроме теоретических вопросов 

в пособии приведены описания наиболее известных программных си-

стем, предназначенных для нечеткого моделирования. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

Создание виртуальной машины в ОС «Windows 7» для работы  

с нечеткой электронной таблицей FuzzyCalc 

 

Нечеткая электронная таблица FuzzyCalc (FC) представляет со-

бой электронную таблицу, аналогичную по организации MS Office 

Excel, но вместо обычных чисел работает с нечеткими числами, т. е. 

на основе fuzzy-технологий. Поскольку FC появилась достаточно 

давно, то при работе с ней в современных операционных системах 

(ОС) возникают проблемы совместимости: практически все операци-

онные системы, используемые на сегодняшний день, 64-разрядные 

(Win 7, 8), а FC разрабатывалась для         

32-разрядной ОС (Win XP).  

Для решения данной проблемы 

можно в среде Win 7 организовать вир-

туальную машину с предустановленной 

на ней Win XP, на которую в дальней-

шем можно поставить саму FC. Рас-

смотрим подробно весь процесс созда-

ния виртуальной машины на Win 7 

(наиболее распространенная ОС). 

На начальном этапе необходим 

«жесткий диск» с установленными Win 

XP и FuzzyCalc. Из меню «Пуск» захо-

дим в Windows Virtual PC и выбираем 

пункт «Создать виртуальную машину» 

(рис. П1, П2). 
 

 
Рис. П2 

 

                                                           
 Материал подготовлен Е. М. Ремезовой. 

 

Рис. П1 
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Для создания виртуальной машины необходимо задать имя для 

ее идентификации, а также место ее расположения – как стандартный 

путь, предложенный системой на диске С:\, так и на любом другом 

жестком диске по своему усмотрению (рис. П3). 

 

Рис. П3 

Далее следует указать параметры памяти и сети, зачастую сле-

дует принимать вариант, предложенный самой операционной систе-

мой (рис. П4). 

 

Рис. П4 

Для непосредственного создания виртуальной машины в появив-

шемся далее диалоговом окне предлагается добавить виртуальный жест-

кий диск, для чего существуют три возможных способа (рис. П5): 

1) создать динамически расширяемый виртуальный жесткий диск; 

2) использовать имеющийся виртуальный жесткий диск; 

3) создать виртуальный диск, используя дополнительные пара-

метры. 
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На этом процесс создания виртуальной машины завершается, 

после чего ее можно запустить и приступать к работе (рис. П6). 

 

 

Рис. П6 
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